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Κεφάλαιο 1

Μιγαδικοί αριθµοί

`Ασκηση 1.3 α) Να ϐρεθεί ο µιγαδικός z αν

(1 − 2i)(z + z) − (3 − i)(z − z) = 4 − Im(z).
ϐ) Να ϐρεθούν οι τιµές των x, y ∈ R αν

(1 + i
1 − i)

2 = 1 + i − 1

x + yi .
Λύση
α) ΄Εστω z = x + yi και λόγω των (2.11) και (2.12) η εξίσωση γράφεται

(1 − 2i)2x − (3 − i)2yi = 4 − y ⇔
2x − 4xi − 6yi − 2y = 4 − y ⇔

(2x − y − 4) − (4x + 6y)i = 0

οπότε προκύπτει το σύστηµα

2x − y − 4 = 0

4x + 6y = 0

Λύνοντας την πρώτη εξίσωση ως προς y και αντικαθιστώντας στη δεύτερη προκύπτει

4x + 6(2x − 4) = 0 ⇔ x = 3

2
οπότε

y = −1
΄Αρα ο µιγαδικός z είναι

z = 3

2
− i.

ϐ) Επειδή

1 + i
1 − i = (1 + i)(1 + i)(1 − i)(1 + i) = (1 + i)

2

12 + 12 = 12 − 12 + 2i
2

= i,
η σχέση αυτή γίνεται

i2 + 1

x + yi = 1 + i
ή −1 + 1

x + yi = 1 + i
ή

1

x + yi = 2 + i
5
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ή x + yi = 1

2 + i = 2 − i(2 + i)(2 − i) = 2

5
− 1

5
i,

οπότε x = 2

5
και y = −1

5
.

`Ασκηση 1.4 Αν Α, Β είναι οι εικόνες των µιγαδικών

z1 = −2 − 3i
3 + 2i , z2 = 3 − 4i

1 − i ,

να ϐρεθούν τα µήκη των πλευρών του τριγώνου OAB, όπου Ο η αρχή των αξόνων.

Λύση
Υπολογίζουµε τα µήκη των πλευρών του τριγώνου OAB µε την ϐοήθεια µιγαδικών.

(OA) = ∣z1∣ = ∣−2 − 3i
3 + 2i ∣ = ∣−2 − 3i∣∣3 + 2i∣ =

√(−2)2 + (−3)2√
32 + 22 = 1

(OB) = ∣z1∣ = ∣3 − 4i
1 − i ∣ = ∣3 − 4i∣∣1 − i∣ =

√
32 + (−4)2√
12 + (−1)2 =

5√
2

(AB) = ∣z1 − z2∣ = ∣−2 − 3i
3 + 2i − 3 − 4i

1 − i ∣
= ∣(−2 − 3i)(1 − i) − (3 + 2i)(3 − 4i)(3 + 2i)(1 − i) ∣
= ∣ −22 + 5i(3 + 2i)(1 − i) ∣
= ∣ − 22 + 5i∣∣3 + 2i∣∣1 − i)∣
=

√(−22)2 + 52√
32 + 22√12 + (−)2

=
√

509

26

`Ασκηση 1.10 α) Αν z ≠ 0, να δειχθεί ότι :

ο
z

z
+ z

z
είναι πραγµατικός και ο

z

z
− z

z
ϕανταστικός .

ϐ) Να δειχθεί ότι για οποιουσδήποτε µιγαδικούς z1, z2

z1z2 + z1z2 είναι πραγµατικός και ο z1z2 − z1z2 ϕανταστικός.

Λύση

α) Βρίσκουµε τον συζυγή του w = z

z
+ z

z
εφαρµόζοντας ιδιότητες συζυγών.

w = (z
z
+ z

z
) = (z

z
) + (z

z
) = z

(z) +
(z)
z

= z

z
+ z

z

= w

,

οπότε ο w είναι πραγµατικός.

α) όµοια
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k = (z
z
− z

z
)

= (z
z
) − (z

z
)

= (z
z
) − (z

z
)

= −(z
z
− z

z
) = −k

οποτε ο k είναι ϕανταστικός.

ϐ) Υπολογίζουµε τους m και n

m = z1z2 + z1z2 = z1z2 + z1z2 =m
οπότε ο m είναι πραγµατικός,

n = z1z2 − z1z2
= z1z2 − z1z2
= −(z1z2 − z1z2) = −n

οπότε ο n είναι ϕανταστικός.

`Ασκηση 1.13 Να περιγραφεί και να σχεδιασθεί ο γεωµετρικός τόπος του z αν (z0, z1, z2
δοσµένοι µιγαδικοί και k > 0 πραγµατική σταθερά):

1) ∣z∣ = k 2) ∣z − z0∣ < k 3) ∣z∣ ≤ k 4) ∣z − z0∣ > k
5) ∣z − z0∣ ≥ k 6) ∣z − z1∣ > ∣z − z2∣ 7) ∣z − z1∣ ≤ ∣z − z2∣ 8) k1 < ∣z − z0∣ ≤ k2

Λύση
Από την παρατ. 1.9 προκύπτει ότι οι Ϲητούµενοι γεωµετρικοί τόποι είναι :

1) Κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα k.

2) Το εσωτερικό κύκλου µε κέντρο την εικόνα του z0 και ακτίνα k.

3) Το εσωτερικό και η περιφέρεια κύκλου µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα k.

4) Το εξωτερικό κύκλου µε κέντρο την εικόνα του z0 και ακτίνα k.

5) Το εξωτερικό και η περιφέρεια κύκλου µε κέντρο την εικόνα του z0 και ακτίνα k.

6) Το ηµιεπίπεδο που ορίζει η µεσοκάθετος του ΑΒ, όπου Α και Β οι εικόνες των z1 και z2, και

περιέχει το Β.

7) Το ηµιεπίπεδο που ορίζει η µεσοκάθετος του ΑΒ, όπου Α και Β οι εικόνες των z1 και z2, και

περιέχει το Α και η µεσοκάθετος.

8) ∆ακτύλιος µε µε κέντρο την εικόνα του z0, εσωτερικής και εξωτερικής ακτίνας k1 και k2 και η

περιφέρεια του εξωτερικού κύκλου (ακτίνας k2).

`Ασκηση 1.26 α) Να δειχθεί ότι ∣z∣ = k (k ∈ R+) αν και µόνον αν z = k2

z
.

ϐ) Να δειχθεί ότι για οποιουσδήποτε µη µηδενικούς µιγαδικούς z1, z2, z3 µε

∣z1∣ = ∣z2∣ = ∣z3∣ = √2 και z1 + z2 + z3 = 1 −√3i
ισχύει ∣ 1

z1
+ 1

z2
+ 1

z3
∣ = 1.

Λύση
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α)

∣z∣ = k ⇔ ∣z∣2 = k2
⇔ zz = k2
⇔ z = k2

z

.

ϐ) Επειδή ∣z1∣ = ∣z2∣ = ∣z3∣ = √2 ,

z1 = (
√
2)2
z1

= 2

z1
, z2 = (

√
2)2
z2

= 2

z2
, z3 = (

√
2)2
z3

= 2

z3

ή
1

z1
= z1

2
,
1

z2
= z2

2
,
1

z3
= z3

2
.

΄Ετσι

∣ 1
z1
+ 1

z2
+ 1

z3
∣ = ∣z1

2
+ z2

2
+ z3

2
∣

= 1

2
∣z1 + z2 + z3∣

= 1

2
∣z1 + z2 + z3∣

= 1

2
∣z1 + z2 + z3∣

= 1

2
∣1 −√3i∣

= 1

2

√
12 + (√3)2

= 1

`Ασκηση 1.27 α) Να δειχθεί ότι αν z ≠ −i, τότε

∣z − i
z + i ∣ < 1 ⇔ Im(z) > 0.

ϐ) Να δειχθεί ότι αν z ≠ −1, τότε

∣z − 1
z + 1 ∣ < 1 ⇔ Re(z) > 0.

Λύση

∣z − i
z + i ∣ < 1 ⇔ ∣z − i∣ < ∣z + i∣

⇔ ∣z − i∣2 < ∣z + i∣2
⇔ (z − i)(z − i) < (z + i)(z + i)
⇔ (z − i)(z + i) < (z + i)(z − i)
⇔ zz + iz − iz + 1 < zz − iz + iz + 1
⇔ 2i(z − z) < 0
⇔ 2i2iIm(z) < 0
⇔ −4Im(z) < 0
⇔ Im(z) > 0
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`Ασκηση 1.29 Να λυθεί η εξίσωση

z3 + 1 = 0
και να δειχθεί ότι οι ϱίζες είναι διαδοχικοί οροι γεωµετρικής προόδου.

Λύση
Η εξίσωση αυτή γράφεται

z3 = 1eiπ,

οπότε από τον τύπο του De Moivre προκύπτει ότι

z = 3
√
1ei(π+

k2π

3
), k = 0,1,2.

Εποµένως οι ϱίζες της εξίσωσης αυτής είναι

z1 = eiπ = −1,
z2 = ei

5π

3 = (cos 5π
3
+ i sin 5π

3
) = cos(2π − π

3
) + i sin (2π − π

3
) = cos π

3
− i sin π

3

= (1
2
− i√3

2
) = 1

2
− i√3

2
,

z3 = ei
7π

3 = (cos 7π
3
+ i sin 7π

3
) = [cos (2π + π

3
) + i sin (2π + π

3
)]

= cos
π

3
+ i sin π

3
= 1

2
+ i√3

2
.

Επειδή

z2z3 = ei 5π3 ei
7π

3 = ei 12π3 = ei4π = 1 = (−1)2 = z2
1
,

οπότε οι z2, z1, z3 είναι διαδοχικοί οροι γεωµετρικής προόδου.

`Ασκηση 1.31 α) Να υπολογιστεί ο

z = (1 + i√3)6.
ϐ) Να ϐρεθούν οι κυβικές ϱίζες του 1 + i√3.

Λύση
α) Το µέτρο και το όρισµα του µιγαδικού 1 + i√3 είναι

∣1 + i√3∣ = √12 + (√3)2 = 2 και arg(1 + i√3) = tan−1√3 = π

3
,

οπότε η πολική µορφή του είναι

1 + i√3 = 2eiπ3 .

Εποµένως

z = (1 + i√3)6 = (2eiπ3 )6 = 26ei6π

3 = 64ei2π = 64.

ϐ) Από τον τύπο του De Moivre και το (α) προκύπτει ότι οι κυβικές ϱίζες του 1 + i√3 είναι

z = 3
√
2ei

k2π

3 , k = 0,1,2.

Εποµένως οι ϱίζες της εξίσωσης αυτής είναι



10 §

z1 = 3
√
2ei0 = 3

√
2,

z2 = 3
√
2ei

5π

3 = 3
√
2(cos 5π

3
+ i sin 5π

3
) = 3
√
2 [cos(2π − π

3
) + i sin (2π − π

3
)]

= 3
√
2(cos π

3
− i sin π

3
) = 3
√
2(1

2
− i√3

2
) = 3
√
2

2
− i 3
√
2
√
3

2
,

z3 = 3
√
2ei

7π

3 = 3
√
2(cos 7π

3
+ i sin 7π

3
) = 3
√
2 [cos(2π + π

3
) + i sin (2π + π

3
)]

= 3
√
2 cos

π

3
+ i sin π

3
= 3
√
2(1

2
+ i√3

2
) = 3
√
2

2
+ i 3
√
2

√
3

2
.

`Ασκηση 1.49 α) Να δειχθεί ότι ο µιγαδικός z0 = 1 +√2i είναι ϱίζα του πολυωνύµου

P (z) = 3z3 − 4z2 + 5z + 6.

ϐ) Να παραγοντοποιηθεί το P (z).
Λύση
α) (1 +√2i)2 = 12 − (√2)2 + 2√2i = −1 + 2√2i,
οπότε

P (1 +√2i) = 3(1 +√2i)3 + 4(1 +√2i)2 + 5(1 +√2i) + 6
= 3(1 +√2i)(1 +√2i)2 − 4(−1 + 2√2i) + 5(1 +√2i) + 6
= 3(1 +√2i)(−1 + 2√2i) + 4(−1 + 2√2i) + 6 = 0.

ϐ) Επειδή το P (z) έχει πραγµατικούς συντελεστές, σύµφωνα µε το ϑεώρ. 1.3, και ο συζυγής

z0 = 1 −√2i του z0 είναι ϱίζα, οπότε, σύµφωνα µε το παράδ. 1.6,

P (z) = (z2 − 2 ⋅ 1z + 12 + (√2)2)Q(z) = (z2 − 2z + 3)Q(z),
όπου το πολυώνυµο Q(z) προκύπτει από την διαίρεση πολυωνύµων P (z) δια z2 − 2z + 3. `Ετσι

P (z) = (z2 − 2z + 3)(3z + 2).
`Ασκηση 1.51 α) Να λυθεί η εξίσωση z3 = −27 και να παρασταθούν οι λύσεις στο επίπεδο.

ϐ) Αν ο 3 + i είναι ϱίζα της εξίσωσης

z3 + kz2 + 40z +m = 0, k,m ∈ R:

i) Να ϐρεθούν οι τιµές των k,m.

ii) Να ϐρεθούν οι άλλες ϱίζες της εξίσωσης.

Λύση
α) Η εξίσωση αυτή γράφεται

z3 = 27eiπ,

οπότε από τον τύπο του De Moivre προκύπτει ότι

z = 3
√
27ei(

π+k2π

3
), k = 0,1,2.

Εποµένως οι ϱίζες της εξίσωσης αυτής είναι
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z1 = 3eiπ = −3,
z2 = 3ei

5π

3 = 3(cos 5π
3
+ i sin 5π

3
)

= 3 [cos (2π − π

3
) + i sin (2π − π

3
)]

= 3(cos π
3
− i sin π

3
)

= 3(1
2
− i√3

2
)

= 3

2
− i3√3

2
,

z3 = 3ei
7π

3

= 3(cos 7π
3
+ i sin 7π

3
)

= 3 [cos (2π + π

3
) + i sin (2π + π

3
)]

= 3(cos π
3
+ i sin π

3
)

= 3(1
2
+ i√3

2
)

= 3

2
+ i3√3

2
.

ϐ) i) Επειδή ο 3 + i είναι ϱίζα της εξίσωσης αυτής

(3 + i)3 + k(3 + i)2 + 40(3 + i) +m = 0 ⇔ 138 + 8k +m + i(66 + 6k) = 0
⇔ 138 + 8k +m = 0 και 66 + 6k = 0.

Από την λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει

k = −11 και m = −50.

ii) Επειδή οι συντελεστές της εξίσωσης αυτής είναι πραγµατικοί, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.3, και

ο 3 + i = 3 − i.
Σύµφωνα µε το παράδ. 1.6,

z3 − 11z2 + 40z − 50 = (z2 − 2 ⋅ 3z + 32 + 12)Q(z) = 0,

όπου το Q(z) προκύπτει από την διαίρεση του z3 −11z2 +40z −50 δια z2 −6z +10 ως Q(z) = z −5,

οπότε η άλλη ϱίζα είναι z = 5.

`Ασκηση 1.57 Να ϐρεθεί εξίσωση δευτέρου ϐαθµού µε ϱίζες zn
1

και zn
2
, όπου z1 και z2 οι

ϱίζες της εξίσωσης

z2 − (2cos θ)z + 1 = 0.

Λύση
Επειδή η διακρίνουσα του τριωνύµου αυτού είναι

∆ = (−2cos θ)2 − 4 = −4(1 − cos2 θ) = −4 sin2 θ ≤ 0
έχει ϱίζες
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z1,2 = 2cos θ ± i2 sin θ
2

= cos θ ± i sin θ.

Η Ϲητούµενη εξίσωση είναι

z2 − Sz +P = 0 (i)
όπου

S = zn1 + zn2 = (cos θ + i sin θ)n + (cos θ − i sin θ)n
= (cos θ + i sin θ)n + (cos(−θ) + i sin(−θ))n
= (eiθ)n + (ei(−θ))n = einθ + e−inθ
= cos(nθ) + i sin(nθ) + cos(−nθ) + i sin(−nθ)
= cos(nθ) + i sin(nθ) + cos(nθ) − i sin(nθ)
= 2cos(nθ)

P = z1z
n
2 = (zn1 z2)n = (einθe−inθ)n = 1n = 1,

οπότε η (i) γίνεται

z2 − 2cos(nθ)z + 1 = 0.

`Ασκηση 1.65 Να δειχθεί ότι η απόσταση των εικόνων δύο µιγαδικών z1, z2 είναι ίση µε

∣z1 − z2∣ = √2(∣z1∣2 + ∣z2∣2) − ∣z1 + z2∣2.
Λύση ∣z1 + z2∣2 = (z1 + z2)(z1 + z2)

= (z1 + z2)(z1 + z2)
= z1z1 + z1z2 + z1z2 + z2z2
= ∣z1∣2 + z1z2 + z1z2 + ∣z2∣2

∣z1 − z2∣2 = (z1 − z2)(z1 − z2)
= (z1 + z2)(z1 − z2)
= z1z1 − z1z2 − z1z2 + z2z2
= ∣z1∣2 − z1z2 − z1z2 + ∣z2∣2

Προσθέτοντας τις σχέσεις αυτές κατά µέλη προκύπτει

∣z1 + z2∣2 + ∣z1 − z2∣2 = 2(∣z1∣2 + ∣z2∣2),
οπότε ∣z1 − z2∣ = √2(∣z1∣2 + ∣z2∣2) − ∣z1 + z2∣2.

`Ασκηση 1.70 Να δειχθεί ότι για οποιασδήποτε µιγαδικούς z1, z2 και κάθε θ ∈ R, θ ∈ (0, π
2
)

ισχύει :

∣z1∣2
sin2 θ

+ ∣z2∣2
cos2 θ

≥ ∣z1∣2 + ∣z2∣2 + 2Re(z1z2). (1)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΜΙΓΑ∆ΙΚΟ�Ι ΑΡΙΘΜΟ�Ι 13

Λύση ∣z1∣2 + ∣z2∣2 + 2Re(z1z2) = ∣z1∣2 + ∣z2∣2 + z1z2 + z1z2
= z1z1 + z2z2 + z1z2 + z1z2
= (z1 + z2)(z1 + z2)
= (z1 + z2)(z1 + z2)
= ∣z1 + z2∣2

Επίσης, ισχύει ∣z1∣ + ∣z2∣ ≥ ∣z1 + z2∣
ή (∣z1∣ + ∣z2∣)2 ≥ ∣z1 + z2∣2,
οπότε, για να δείξουµε την (1) αρκεί να δείξουµε ότι

∣z1∣2
sin2 θ

+ ∣z2∣2
cos2 θ

≥ (∣z1∣ + ∣z2∣)2. (2)

Επειδή sin2 θ + cos2 θ = 1,

ϑέτουµε k = sin2 θ, οπότε cos2 θ = 1 − k. ΄Ετσι η (2) γράφεται

∣z1∣2
k
+ ∣z2∣2
1 − k ≥ (∣z1∣ + ∣z2∣)2. (2)

Απαλείφουµε τους παρονοµαστές και γράφουµε την (2) ως ϐ΄βάθµια ανίσωση ως προς k.

(1 − k)∣z1∣2 + k∣z2∣2 ≥ k(1 − k) (∣z1∣ + ∣z2∣)2
ή (γράφοντας, µετά από λίγες πράξεις, την σχέση αυτή ως τριώνυµο ως προς k)

(∣z1∣ + ∣z2∣)2k2 − 2∣z1∣(∣z1∣ + ∣z2∣)k + ∣z1∣2 ≥ 0
Η διακρίνουσα της ανίσωσης αυτής είναι

∆ = (−2∣z1∣(∣z1∣ + ∣z2∣))2 − 4(∣z1∣ + ∣z2∣)2∣z1∣2 = 0,

οπότε η ανίσωση αυτή, άρα και η (2) (που είναι ισοδύναµη µε αυτή), αληθεύει για κάθε k ∈ (0,1).
`Ασκηση 1.80 α) Να ϐρεθεί η συχνοτική συνάρτηση µεταφοράς G̃(ω) του κυκλώµατος

του σχ. 1.23, που περιέχει πυκνωτή χωρητικότητας C, αντιστάτη αντίστασης R και πηνίο

αυτεπαγωγής L.

ϐ) Να δειχθεί ότι το µέτρο της G̃(ω) τείνει στο µηδέν για πολύ µικρές ή πολύ µεγάλες τιµές

της συχνότητας ω, οπότε έχει σηµαντικές τιµές για ενδιάµεσες τιµές, οπότε το κύκλωµα

αυτό λέγεται Ϲωνοπερατό ϕίλτρο συχνοτήτων.

γ) Να ϐρεθεί η διαφορά ϕάσης εισόδου-εξόδου ως συνάρτηση της κυκλικής συχνότητας ω.

∆ίνεται ότι από την ανάλυση του κυκλώµατος προκύπτει ότι

ṽ0 =
ZCZL

ZC +ZL

ZCZL

ZC +ZL

+ZR

ṽi, (i)

όπου ZR = R, ZL = iLω και ZC = 1

iCω
(ii)

οι σύνθετες µιγαδικές αντιστάσεις του αντιστάτη και του πυκνωτή.

Λύση

α) Από την (i) προκύπτει (διαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή δια
ZCZL

ZC +ZL

)
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ṽ0 = 1

1 +ZR
ZC +ZL

ZCZL

ṽi = 1

1 + ZR

ZC

+ ZR

ZL

ṽi,

οπότε, λόγω της (ii),
ṽ0 = 1

1 + R

1

iCω

+ R

iLω

ṽi = 1

1 + iRCω − i R
Lω

ṽi = 1

1 + iR(Cω − 1

Lω
) ṽi.

`Ετσι από την (1.32) προκύπτει ότι

G̃(ω) = ṽ0

ṽi
= 1

1 + iR(Cω − 1

Lω
) . (iii)

ϐ) Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.13, η απολαβή τάσης, δηλαδή ο λόγος του πλάτους V0 της τάσης

εξόδου v0 = V0 cos(ωt+ϕ0) προς το πλάτος Vi της τάσης εισόδου vi = Vi cosωt είναι ίσο µε το µετρο

της συχνοτικής συνάρτησης µεταφοράς

V0

Vi

= ∣G̃(ω)∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRR

1

1 + iR(Cω − 1

Lω
)
RRRRRRRRRRRRRRRRR
= 1

∣1 + iR(Cω − 1

Lω
)∣ =

1√
1 +R2 (Cω − 1

Lω
)2

. (iv)

Από την (iv) και προκύπτει ότι

lim
ω→0

V0

Vi

= lim
ω→+∞

1√
1 +R2 (Cω − 1

Lω
)2
= 0

lim
ω→+∞

V0

Vi

= lim
ω→+∞

1√
1 +R2 (Cω − 1

Lω
)2
= 0,

οπότε για πολύ µικρές ή πολύ µεγάλες συχνότητες οι τιµές της απολαβής τάσης είναι πολύ µικρες,

δηλαδή πρακτικά µηδέν.

γ) Σύµφωνα µε την παρατ. 1.13, η διαφορά ϕάσης εισόδου-εξόδου είναι ίση µε το όρισµα της

συχνοτικής συνάρτησης µεταφοράς (iii), οπότε, λόγω και της (1.24) και της παρατ. 1.7,

ϕ0 = arg(G̃(ω)) = arg ⎛⎜⎜⎜⎝
1

1 + iR(Cω − 1

Lω
)
⎞⎟⎟⎟⎠

= arg(1) − arg (1 + iR(Cω − 1

Lω
))

= − tan−1R(Cω − 1

Lω
) .

`Ασκηση 1.81 Να ϐρεθεί η µικρότερη και η µεγαλύτερη τιµή της απόστασης από την αρχή

των αξόνων των εικόνων του µιγαδικού z για το οποίο ισχύει

∣z − 3 + 2i∣ = 1
Λύση ∣z − 3 + 2i∣ = 1 ⇔ ∣z − (3 − 2i)∣ = 1,

οπότε, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.9, οι εικόνες του µιγαδικού z ϐρίσκονται στον κύκλο µε

κέντρο το σηµείο K(3,−2) και ακτίνα 1 (ϐλ. Σχήµα 1.19).

Εποµένως, η µικρότερη και η µεγαλύτερη τιµή της απόστασης από την αρχή των αξόνων των
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x

K

1

B

y

O

-2

3

A

Σχήµα 1.19 Ο γεωµετρικός τόπος του µιγαδικού z.

εικόνων του z αντιστοιχούν στους µιγαδικούς που έχουν εικόνες τα σηµεία Α και Β του Σχήµατος

1.19 τα οποία απέχουν τη µικρότερη και τη µεγαλύτερη απόσταση από την αρχή των αξόνων, οπότε

η µικρότερη και η µεγαλύτερη τιµή του ∣z∣ είναι

∣w∣min = OA = OK −KA = √32 + (−2)2 − ρ = √13 − 1
∣w∣max = OB = OK +KB = √13 + 1.

`Ασκηση 1.82 Να ϐρεθεί η µικρότερη και η µεγαλύτερη τιµή του µέτρου του µιγαδικού

w = z − 2 + 2i
αν για τον µιγαδικό z ισχύει ∣z + 1 − i∣ ≤ 2.

Λύση

∣z + 1 − i∣ ≤ 2 ⇔ ∣z − (−1 + i)∣ ≤ 2,

οπότε οι εικόνες του µιγαδικού z ϐρίσκονται στο εσωτερικό και την περιφέρεια κύκλου µε κέντρο

το σηµείο K(−1,1) και ακτίνα 2 (ϐλ. Σχήµα 1.20).

∣w∣ = ∣z − 2 + 2i∣ = ∣z − (2 − 2i)∣ = (MA),
όπου M,A οι εικόνες του z και του z1 = 2 − 2i.

Σχήµα 1.20 Ο γεωµετρικός τόπος των µιγαδικών z και η εικόνα Α του µιγαδικού z1 = 2 − 2i.
Εποµένως, η µικρότερη και η µεγαλύτερη τιµή του ∣w∣ αντιστοιχούν στους µιγαδικούς που έχουν

εικόνες τα σηµεία Β και Γ του Σχήµατος 1.20 τα οποία απέχουν τη µικρότερη και τη µεγαλύτερη

απόσταση από το σηµείο A, οπότε η µικρότερη και η µεγαλύτερη τιµή του ∣w∣ είναι

∣w∣min = AB =KA −KB = √32 + 32 − ρ = 3√2 − 2
∣w∣max = AΓ = AK +KΓ = 3√2 + 2.
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`Ασκηση 1.83 α) Να ϐρεθεί η µικρότερη τιµή του µέτρου των µιγαδικών

w = z − 1 + 3i
αν για τους µιγαδικούς z ισχύει ∣z + 2∣ = ∣z − 2i∣ (i)
ϐ) Να ϐρεθεί ο µιγαδικός z για τον οποίο το ∣w∣ γίνεται ελάχιστο.

Λύση
α) Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.8 το ∣w∣ = ∣z − (1 − 3i)∣,
είναι ίσο µε την απόσταση των εικόνων των µιγαδικών z από την εικόνα A(1,−3) του µιγαδικού 1−3i
και, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.9, ο γεωµετρικός τόπος των µιγαδικών z είναι η µεσοκάθετος(ǫ) του ευθυγράµµου τµήµατος BΓ όπου B(−2,0) και Γ(0,2) οι εικόνες των z1 = −2 και z2 = 2i,
αφού η (i) γράφεται ∣z − (−2)∣ = ∣z − 2i∣,
οπότε η µικρότερη τιµή του ∣w∣ είναι η µικρότερη τιµή της απόστασης των σηµείων της ευθείας (ǫ)
από το σηµείο Α.

Η εξίσωση της (ǫ) προκύπτει ϑέτοντας z = x + yi στην (i):
∣x + yi − (−2)∣ = ∣x + yi − 2i∣ ⇔ ∣(x + 2) + yi∣2 = ∣x + (y − 2)i∣2

⇔ (x + 2)2 + y2 = x2 + (y − 2)2
⇔ x2 + 4x + 4 + y2 = x2 + y2 − 4y + 4
⇔ 4x = −4y,

οπότε η εξίσωση της (ǫ) είναι (ǫ) ∶ x + y = 0. (ii)
`Αρα, η µικρότερη τιµή του ∣w∣, δηλαδή της απόστασης των σηµείων της ευθείας (ǫ) από το σηµείο

Α, προκύπτει από τη γνωστή σχέση απόστασης σηµείου από ευθεία (ϐλ. Σχήµα 1.21)

∣w∣min = AK = d(A, ǫ) = ∣1 − 3∣√
12 + (−3)2 =

2√
10

.

Σχήµα 1.21 Ο γεωµετρικός τόπος των µιγαδικών z και η εικόνα Α του µιγαδικού z1 = 1 − 3i.
ϐ) Η εικόνα Κ του µιγαδικού z για τον οποίο το ∣w∣ γίνεται ελάχιστο είναι το σηµείο τοµής της (ǫ)
µε την κάθετο (δ) από το Α στην (ǫ), οπότε προκύπτει από τη λύση του συστήµατος των εξισώσεων

των ευθειών (ǫ) και (δ) (ϐλ. Σχήµα 1.21).

Επειδή η ευθεία (δ) είναι κάθετη στην (ǫ),
λǫ = − 1

λǫ

= − 1−1 = 1,

οπότε η εξίσωση της (δ) είναι (διέρχεται από το σηµείο A(1,−3))
(δ) ∶ y − (−3) = 1(x − 1) ⇔ y = x − 4. (iii)
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Λύνοντας το σύστηµα των (ii) και (iii) προκύπτει ότι K(2,−2), οπότε ο µιγαδικός z για τον οποίο

το ∣w∣ γίνεται ελάχιστο είναι ο z = 2 − 2i.
`Ασκηση 1.84 α) Να ϐρεθεί η µικρότερη τιµή του µέτρου των µιγαδικών

u = z −w
αν για τους µιγαδικούς z και w ισχύει

∣z − 1 − 2i∣ = 1 και w = a + (a
2
− 1) i, a ∈ R (i)

ϐ) Να ϐρεθεί ο µιγαδικός w για τον οποίο το ∣u∣ γίνεται ελάχιστο.

Λύση
Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.8 το ∣u∣ = ∣z −w∣,
είναι ίσο µε την απόσταση των εικόνων των µιγαδικών z και w.

Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 1.9 ο γεωµετρικός τόπος των µιγαδικών z είναι ο κύκλος C µε κέντρο

το σηµείο K(1,2) και ακτίνα 1.

Θέτοντας w = x + yi η (i) δίνει

x + yi = a + (a
2
− 1) i,

οπότε x = a και y = a

2
− 1.

Απαλείφοντας το a από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει ότι ο γεωµετρικός τόπος των µιγαδικών w

είναι η ευθεία (ǫ) ∶ x − 2y − 2 = 0. (ii)
Εποµένως, η µικρότερη τιµή του ∣u∣ είναι η µικρότερη τιµή της απόστασης των σηµείων της ευθείας(ǫ) και του κύκλου C, δηλαδή (ϐλ. Σχήµα 1.22) η απόσταση του κέντρου K(1,2) του κύκλου από

την ευθεία (ǫ), η οποία προκύπτει από τη γνωστή σχέση απόστασης σηµείου από ευθεία

∣u∣min = d(K,ǫ) − ρ =KN − ρ = ∣1 − 2 ⋅ 2 − 2∣√
12 + (−2)2 =

√
5 − 1.

x

y

O

-1

2
Κ

Μ

Ν

(ε)

(δ)
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Σχήµα 1.22 Οι γεωµετρικοί τόποι των µιγαδικών z και w.

ϐ) Η εικόνα Ν του µιγαδικού w για τον οποίο το ∣u∣ γίνεται ελάχιστο είναι το σηµείο τοµής της (ǫ)
µε την κάθετο (δ) από το Κ στην (ǫ), οπότε προκύπτει από τη λύση του συστήµατος των εξισώσεων

των ευθειών (ǫ) και (δ) (ϐλ. Σχήµα 1.22).

Επειδή η ευθεία (δ) είναι κάθετη στην (ǫ),
λǫ = − 1

λǫ

= − 1
1

2

= −2,

οπότε η εξίσωση της (δ) είναι (διέρχεται από το σηµείο A(1,2))
(δ) ∶ y − 2 = −2(x − 1) ⇔ y = 4 − 2x. (iii)
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Λύνοντας το σύστηµα των (ii) και (iii) προκύπτει N (2,0), οπότε ο µιγαδικός w για τον οποίο το∣u∣ γίνεται ελάχιστο είναι ο w = 2.

`Ασκηση 1.85 Να δειχθεί ότι

sin5 θ = 1

16
(sin 5θ − 5 sin 3θ + 10 sin 3θ).

Λύση
Σύµφωνα µε την (1.27), αν z = eiθ = cos θ + i sin θ,

sin θ = eiθ − e−iθ
2i

= z − z−1
2i

,

οπότε από το ανάπτυγµα διωνύµου προκύπτει

sin5 θ = (z − z−1
2i
)5 = 1(2i)5 (z5 − 5z4z−1 + 10z3z−2 − 10z2z−3 + 5zz−4 − z−5)

= 1

25i5
(z5 − 5z3 + 10z − 10z−1 + 5z−3 − z−5)

= 1

32i
[(z5 − z−5) − 5(z3 − z−3) + 10(z − z−1)] .

(i)

Από την (1.27) προκύπτει

z − z−1 = 2i sin θ, z3 − z−3 = 2i sin 3θ και z5 − z−5 = 2i sin 5θ,

οπότε η (i) δίνει

sin5 θ = 1

32i
(2i sin 5θ − 5 ⋅ 2i sin 3θ + 10 ⋅ 2i sin 3θ) = 1

16
(sin 5θ − 5 sin 3θ + 10 sin 3θ).



Κεφάλαιο 2

Πίνακες

`Ασκηση 2.1 Να δειχθεί ότι για τον πίνακα A = [ 1 1

1 1
], ισχύει

α) A2 = 2A ϐ) A10 = 29A.

Λύση
α) Παρατηρούµε ότι

A2 = A ⋅A = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2 2

2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
και

2A = 2[ 1 1

1 1
] = [ 2 2

2 2
]

οπότε A2 = 2A.

ϐ) Παρατηρούµε ότι

A3 = A2A = 2A ⋅A = 2A2 = 2 ⋅ 2A = 22A
A4 = A3A = 22A ⋅A = 22A2 = 22 ⋅ 2A = 23A

Μετά από κάποιες πράξεις

A10 = A9A = 28AA = 28A2 = 28 ⋅ 2A = 29A.

`Ασκηση 2.2 Να δειχθεί ότι για τον πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3

1 2 3−1 −2 −3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

ισχύει

A2 = 0.

Λύση
Για τον πίνακα Α ισχύει

19
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A2 = A ⋅A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3

1 2 3

−1 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⋅
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3

1 2 3

−1 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 + 2 − 3 2 + 4 − 6 3 + 6 − 9
1 + 2 − 3 2 + 4 − 6 3 + 6 − 9
−1 − 2 + 3 −2 − 4 + 6 −3 − 6 + 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

`Ασκηση 2.3 Αν για τον πίνακα A ισχύει A2 = A, να δειχθεί ότι (I −A)2 = I −A, όπου I ο 2 × 2
µοναδιαίος πίνακας.

Λύση
Παρατηρούµε ότι

(I −A)2 = I2 − IA −AI +A2 = I2 −A −A +A2

= I2 − 2A +A2

(i)
όµως A2 = A, οπότε η (i) γίνεται

I2 − 2A +A = I −A
`Ασκηση 2.4 Αν

A = [ 1 2

0 3
],

να γραφεί ο πίνακας A2 ως γραµµικός συνδυασµός των Α και Ι, όπου I ο 2 × 2 µοναδιαίος

πίνακας, δηλαδή να ϐρεθούν οι πραγµατικοί αριθµοί k,m για τους οποίους ισχύει

A2 = kA +mI. (i)
Λύση
Ισχύει

A2 = [ 1 8

0 9
]

οπότε η (i) γίνεται

[ 1 8

0 9
] = k [ 1 2

0 3
] +m [ 1 0

0 1
]

[ 1 8

0 9
] = [ k +m 2k

0 3k +m ]
΄Ετσι, προκύπτει το σύστηµα

k +m = 1

2k = 8

3k +m = 9

από το οποίο προκύπτει

k = 4 και m = −3
οπότε A2 = 4A − 3I.

`Ασκηση 2.5 Να δειχθεί ότι για τον πίνακα A = [ 3 1−1 2
] ισχύει (I ο 2× 2 µοναδιαίος πίνακας)

A2 − 5A + 7I = 0,
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Λύση
Για τον πίνακα Α ισχύει

A2 = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
8 5

−5 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

A2 − 5A + 7I = 0 ⇔ [ 8 5−5 3
] − 5[ 3 1−1 2

] + 7[ 1 0

0 1
] = 0

`Ασκηση 2.6 Να υπολογιστούν οι ορίζουσες των πινάκων:

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 6 3

2 4 5

3 −2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a a a

a a + x a

a a a + y
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Λύση
α) ΄Εχουµε

∣A∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13,

όπου

a11 = −2, a12 = 6, a13 = 3
και

A11 = (−1)2 RRRRRRRRRRR
4 5

−2 4

RRRRRRRRRRR = 16 + 10 = 26,
A12 = (−1)3 RRRRRRRRRRR

2 5

3 4

RRRRRRRRRRR = 15 − 8 = 7,
A13 = (−1)4 RRRRRRRRRRR

2 4

3 −2
RRRRRRRRRRR = −4 − 12 = −16.

΄Αρα

∣A∣ = −2 ⋅ 26 + 6 ⋅ 7 − 3 ⋅ 16 = −58.
ϐ) ΄Εχουµε

∣B∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
a a a

a a + x a

a a a + y
RRRRRRRRRRRRRR
=
RRRRRRRRRRRRRR
a 0 0

0 x 0

0 0 y

RRRRRRRRRRRRRR
= a ∣ x 0

0 y
∣ = axy.

`Ασκηση 2.7 Να δειχθεί ότι για τους πίνακες

A = [ 1 −1
2 −1 ] και B = [ 1 1

4 −1 ]
ισχύει

α) AB = −BA ϐ) (A +B)2 = A2 +B2.

Λύση
α) Ο πολλαπλασιασµός ΑΒ δίνει

AB = [ −3 2−2 3
]

Επίσης, ο πολλαπλασιασµός ΒΑ δίνει
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BA = [ 3 −2
2 −3 ]

οπότε

AB = −BA

ϐ) (A +B)2 = A2 +AB +BA +B2

Από το ερώτηµα (α), AB = −BA, οπότε

A2 +AB +BA +B2 = A2 −BA +BA +B2 = A2 +B2

Εποµένως,

(A +B)2 = A2 +B2

`Ασκηση 2.8 Αν

A = [ 0 x

3 0
] και B = [ 0 −6

y 0
],

να ϐρεθούν τα x, y ∈ R ώστε

A2 +B2 = 0 και AB = [ 8 0

0 −18 ]
Λύση
Παρατηρούµε ότι

A2 = [ 3x 0

0 3x
] και B2 = [ −6y 0

0 −6y ]
οπότε, από τη σχέση

A2 +B2 = 0 ή [ 3x 0

0 3x
] + [ −6y 0

0 −6y ] = 0
προκύπτει,

3x − 6y = 0 ⇔ x = 2y (i)
Επίσης,

A ⋅B = [ xy 0

0 −18 ]
οπότε, από τη σχέση

A ⋅B = [ 8 0

0 −18 ]
προκύπτει,

xy = 8
η οποία λόγω και της (i) γίνεται

2y2 = 8 ⇔ y = 2 ή y = −2
οπότε, οι τιµές των x, y ∈ R είναι

(x = 4 και y = 2) ή (x = −4 και y = −2)
`Ασκηση 2.9 Να ϐρεθεί ο πίνακας X αν

A = [ 2 1

3 2
] και B = [ 1 0

0 2
] και AXA−1 = B.

Λύση
Βρίσκουµε αρχικά τον πίνακα A−1.
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A−1 = [ 2 −1−3 2
]

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε A−1 και από δεξιά µε Α

A−1AXA−1A = A−1BA,

οπότε

X = A−1BA.

Εποµένως,

X = [ −2 −2
6 5

]

`Ασκηση 2.10 Να ϐρεθεί ο πίνακας X αν

[ 2 1

1 2
]X −X [ 1 −1

1 1
] = [ 1 1

1 −1 ] (i)

Ο πίνακας X είναι 2 × 2, οπότε

X = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x11 x12

x21 x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
και η ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2 1

1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
X −X

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1

1 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

γίνεται ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x11 + x21 − x12 x12 + x22 + x11
x11 + x21 − x22 x12 + x22 + x21

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1

1 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

από όπου προκύπτει το σύστηµα

x11 + x21 − x12 = 1
x12 + x22 + x11 = 1
x11 + x21 − x22 = 1
x12 + x22 + x21 = −1

το οποίο γράφεται

AX = B
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 −1
0 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11
x12
x21
x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

1

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
η ορίζουσα του πίνακα Α είναι

∣A∣ = 5
οπότε, το σύστηµα έχει λύση

X = A−1B (i)

όπου A−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,2 0,6 0,2 −0,4−0,6 0,2 0,4 0,2

0,2 −0,4 0,2 0,6

0,4 0,2 −0,6 0,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦



24 §

και B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1−1−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

η (i) δίνει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11
x12
x21
x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,2 0,6 0,2 −0,4−0,6 0,2 0,4 0,2

0,2 −0,4 0,2 0,6

0,4 0,2 −0,6 0,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

−1
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1,4−0,2−0,6−0,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

x11 = 1,4, x12 = −0,2, x21 = −0,6 και x22 = −0,2
και

X = [ 1,4 −0,2−0,6 −0,2 ]
`Ασκηση 2.11 Αν

A = [ 1 a

0 1
]

να υπολογιστεί, συναρτήσει των n,a, ο An.

Λύση
Παρατηρούµε ότι

A2 = [ 1 a

0 1
][ 1 a

0 1
]

= [ 1 2a

0 1
]

A3 = A2A

= [ 1 2a

0 1
] [ 1 a

0 1
]

= [ 1 3a

0 1
] .

Θα δείξουµε µε επαγωγή ότι

An = [ 1 na

0 1
]. (i)

Για n = 1 η (i) δίνει

A1 = [ 1 a

0 1
]

που ισχύει εξ΄ υποθέσεως.

`Εστω ότι η (i) ισχύει για n = k, δηλαδή ότι

Ak = [ 1 ka

0 1
] (ii)

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει για n = k + 1 δηλαδή ότι

Ak+1 = [ 1 (k + 1)a
0 1

] (iii)
Λόγω της (ii)
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Ak+1 = AkA

= [ 1 ka

0 1
] [ 1 a

0 1
]

= [ 1 a + ka
0 1

]

= [ 1 (k + 1)a
0 1

]
`Αρα η (iii) ισχύει.

Εποµένως η (i) ισχύει για κάθε ακέραιο n.

`Ασκηση 2.14 Να ϐρεθούν οι πίνακες X και Y αν

X + 3Y = A και X − 2Y = B (i)
όπου A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 7−2 1 3−3 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 2

3 1 5−1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
Αφαιρώντας κατά µέλη τις

X + 3Y = A και X − 2Y = B
προκύπτει

X + 3Y −X + 2Y = A −B ⇔ 5Y = A −B ⇔ Y = 1

5
(A −B)

οπότε αντικαθιστώντας τους δεδοµένους πίνακες παίρνουµε

Y = 1

5

⎛⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 7−2 1 3−3 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 2

3 1 5−1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎞⎟⎠ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0.75 1.25−1.25 0 −0.5−0.5 −0.5 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Αντικαθιστώντας στην πρώτη των (i) προκύπτει

X = A − 3Y =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 7−2 1 3−3 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− 3
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0.75 1.25−1.25 0 −0.5−0.5 −0.5 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −0.25 3.25

1.75 1 4.5−1.5 1.5 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 3.14 Να ϐρεθούν οι πίνακες X και Y αν

X + 3Y = A και X − 2Y = B
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 7−2 1 3−3 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 2

3 1 5−1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Λύση
Αφαιρώντας κατά µέλη τις δυο εξισώσεις προκύπτει

5Y = A −B
∆ηλαδή

Y = 1

5
(A −B).

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση µε 2 και τη δεύτερη εξίσωση µε 3 και προσθέτοντας κατά

µέλη προκύπτει

5X = 2A + 3B.
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∆ηλαδή

X = 1

5
(2A + 3B)

Οι πίνακες A −B και 2A + 3B είναι

A −B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 3 5

−5 0 −2
−2 −2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και 2A + 3B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 1 20

5 5 21

−9 6 13

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

X = 1

5

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 1 20

5 5 21−9 6 13

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1

5
4

1 1
21

5

−9
5

6

5

13

5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και

Y = 1

5

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 3 5−5 0 −2−2 −2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
3

5
1

−1 0 −2
5

−2
5
−2
5

4

5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 2.15 Να ϐρεθεί ο πίνακας f(A) αν

f(x) = x2 + 3x + 1 και A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2

2 1 −1
3 −1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Λύση

f(A) = A2 + 3A + I3 (i)
και

A2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7 −2 8

1 2 0

10 −4 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

οπότε η (i) δίνει (I3 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο 3 × 3 µοναδιαίος )

f(A) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7 −2 8

1 2 0

10 −4 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ 3
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2

2 1 −1
3 −1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
7 + 3 ⋅ 1 + 1 −2 8 + 3 ⋅ 2
1 + 3 ⋅ 2 2 + 3 ⋅ 1 + 1 3(−1)
10 + 3 ⋅ 3 −4 + 3(−1) 16 + 3 ⋅ 3 + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
11 −2 14

7 6 −3
19 −7 26

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 3.16 Να εξετασθεί αν είναι αντιστρέψιµος ο πίνακας

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Λύση
Υπολογίζουµε την τιµή της ορίζουσας του πίνακα Α κάνοντας στοιχειώδεις πράξεις.

Αρχικά, αλλάζουµε αµοιβαία την πρώτη µε τη δεύτερη γρααµή, οπότε η ορίζουσα αλλάζει πρόσηµο.

`Ετσι, παίρνουµε

∣A∣ = −
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή επί -1 και προσθέτοντας τη στη τρίτη, τέταρτη και πέµπτη

γραµµή, η τιµή της ορίζουσας δεν αλλάζει, οπότε

∣A∣ = −
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1

0 1 1 1 1

0 1 −1 0 0

0 1 0 −1 0

0 1 0 0 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Πολλαπλασιάζοντας την δεύτερη γραµµή επί -1 και προσθέτοντας τη στην τρίτη, τέταρτη και πέµπτη

γραµµή, προκύπτει

∣A∣ = −
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 −2 −1 −1
0 0 −1 −2 −1
0 0 −1 −1 −2

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Αλλάζοντας την τρίτη µε την τέταρτη γραµµή, η ορίζουσα αλλάζει πρόσηµο

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 −1 −2 −1
0 0 −2 −1 −1
0 0 −1 −1 −2

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Πολλαπλασιάζοντας την τρίτη γραµµή επί -2 και προσθέτοντας την στην τέταρτη, και πολλαπλασιά-

Ϲοντας την τρίτη επί -1 και προσθέτοντας τη στην πέµπτη γραµµή δεν αλλάζει η τιµή της ορίζουσας

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 −1 −2 −1
0 0 0 3 1

0 0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Τέλος, πολλαπλασιάζοντας την τέταρτη γραµµή επί −1

3
και προσθέτοντας τη στην πέµπτη γραµµή,

προκύπτει



28 §

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1 1 1

0 1 1 1 1

0 0 −1 −2 −1
0 0 0 3 1

0 0 0 0 −4
3

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Η ορίζουσα αυτή είναι κάτω τριγωνική, οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1 είναι ίση µε το γινόµενο

των στοιχείων της κύριας διαγωνίου της,

∣A∣ = 1 ⋅ 1 ⋅ (−1) ⋅ 3(−4
3
) = 4 ≠ 0

οπότε, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.9 ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος.

`Ασκηση 2.17 α) Αν ο P είναι n × n αντιστρέψιµος πίνακας και

B = P−1AP , (i)
να δειχθεί ότι

Bk = P−1AkP, k = 2,3, ... (ii)
ϐ) Να δειχθεί ότι για τον πίνακα

K = [ 1 2

2 1
]

ισχύει

K = [ 1 1

1 −1 ] [ 3 0

0 −1 ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2
1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(iii)

και να υπολογιστεί ο πίνακας K8.

Λύση
α) Θα δείξουµε την (ii) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.

▸ Για n = 1 η (ii) γίνεται B = P−1AP και ισχύει λόγω της (i).
▸ Υποθέτουµε ότι ισχύει η (ii) για k = n και ϑα δείξουµε ότι ισχύει για k = n + 1, δηλαδή ότι

Bn+1 = P−1An+1P . (iv)
Λόγω της (ii), που υποθέτουµε ότι ισχύει, της (i) και της προσεταιριστικής ιδιότητας

Bn+1 = BBn

= (P−1AP )(P−1AnP )= P−1A(PP−1)AnP= P−1AIAnP= P−1AAnP= P−1An+1P

οπότε η (iv) ισχύει.

Εποµένως η (ii) ισχύει για κάθε k = 2,3,⋯.

ϐ) Κάνουµε τους πολλαπλασιασµούς πινάκων διαδοχικά στο δεύτερο µέλος της (iii)
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[ 1 1

1 −1 ] [ 3 0

0 −1 ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2
1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1

1 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3

2

3

2

−1
2

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3

2
− 1

2

3

2
+ 1

2
3

2
+ 1

2

3

2
− 1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= [ 1 2

2 1
]

= K

Παρατηρούµε ότι ο αντίστροφος του πίνακα [ 1 1

1 −1 ] είναι

1−2 [ −1 −1−1 1
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2
1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

οπότε

K = P−1AP ,

όπου

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2

1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και P−1 = [ 1 1

1 −1 ].
`Ετσι, λόγω της (ii) και του (α),

K8 = P−1 ([ 3 0

0 −1 ])
8

P (v)
Ισχύει

([ 3 0

0 −1 ])
8 = [ 38 0

0 (−1)8 ],
οπότε η (v) δίνει

K8 = P−1 ([ 38 0

0 1
])P

= [ 1 1

1 −1 ][ 38 0

0 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

1

2

1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= [ 1 1

1 −1 ]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

38

2

38

2

1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

38

2
+ 1

2

38

2
− 1

2

38

2
− 1

2

38

2
+ 1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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`Ασκηση 2.18 α) Να δειχθεί ότι αν για τον 2 × 2 πίνακα A ισχύει A2 = A, τότε

(I +A)n = I + (2n − 1)A, για κάθε n ∈ N∗, (i)
όπου I ο 2 × 2 µοναδιαίος πίνακας.

ϐ) Να υπολογιστεί ο B6 αν

B = [ 2 1

0 1
].

Λύση
α) Χρησιµοποιούµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.

Για n = 1 η (i) γίνεται

I +A = I + (21 − 1)A ⇔ I +A = I +A ,

οπότε είναι αληθής.

Υποθέτουµε ότι ισχύει η (i) και ϑα δείξουµε ότι ισχύει για n + 1, δηλαδή ότι

(I +A)n+1 = I + (2n+1 − 1)A. (ii)
Λόγω της (i) και του ότι A2 = A,

(I +A)n+1 = (I +A)n(I +A)
= (I + (2n − 1)A) (I +A)
= I +A + (2n − 1)A + (2n − 1)A2

= I +A + (2n − 1)A + (2n − 1)A
= I + [1 + 2(2n − 1)]A
= I + (2n+1 − 1))A

οπότε η (ii) ισχύει.

Εποµένως η (i) ισχύει για κάθε n ∈ N∗.
ϐ) Ο Β γράφεται

B = I +A ,

όπου

A = [ 1 1

0 0
],

οπότε σύµφωνα µε την (i)
B6 = (I +A)6

= I + (26 − 1)A
= [ 1 0

0 1
] + (26 − 1)[ 1 1

0 0
]

= [ 64 63

0 1
]

`Ασκηση 2.19 Να ϐρεθούν οι πίνακες X και Y αν

X [ 1 2 ] + Y [ 2 1 ] = [ 1 2−1 3
]

Λύση
Οι πίνακες X,Y είναι 2 × 1, οπότε
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⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x1

x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ [1 2] + ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
y1

y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ [2 1] = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 2

−1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x1 2x1

x2 2x2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ +
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2y1 y1

2y2 y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 2

−1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x1 + 2y1 2x1 + y1
x2 + 2y2 2x2 + y2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 2

−1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Εξισώνοντας τα στοιχεία των πινάκων, προκύπτουν τα συστήµατα

x1 + 2y1 = 1

2x1 + y1 = 2

και

x2 + 2y2 = −1
2x2 + y2 = 3

τα οποία δίνουν

x1 = 1, y1 = 0, x2 = 7

3
και y2 = −5

3

οπότε οι πίνακες X,Y είναι

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

7

3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και Y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

−5
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 2.20 Να ϐρεθούν οι πίνακες X και Y αν

X + Y = [ 8 3

6 2
] και X2 − Y 2 = [ 22 8

16 6
].

Θεωρούµε τους 2 × 2 πίνακες X,Y

X = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x11 x12

x21 x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ $kai; Y = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
y11 y12

y21 y22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

X2 = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x211 + x12x21 x11x12 + x12x22

x21x11 + x22x21 x21x12 + x222
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Y 2 = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
y211 + y12y21 y11y12 + y12y22

y21y11 + y22y21 y21y12 + y222
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Από τις σχέσεις

X + Y = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
8 3

6 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ και X2 − Y 2 = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
22 8

16 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
προκύπτουν οι εξισώσεις

x11 + y11 = 8
x12 + y12 = 3
x21 + y21 = 6
x22 + y22 = 2

και

y11 = 8 − x11
y12 = 3 − x12
y21 = 6 − x21
y22 = 2 − x22

(i)
και
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x2
11
+ x12x21 − y211 − y12y21 = 22

x11x12 + x12x22 − y11y12 − y12y22 = 8
x21x11 + x22x21 − y21y11 − y22y21 = 16
x21x12 + x222 − y21y12 − y222 = 6

(ii)
Μετά από αντικατάσταση των (i) στις (ii) προκύπτουν οι εξισώσεις

3x21 + 6x12 + 16x11 = 104
3x11 + 10x12 + 3x22 = 38
6x11 + 10x21 + 6x22 = 76
3x21 + 6x12 + 4x22 = 28

το παραπάνω σύστηµα γράφεται

AX = B
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

6 16 3 0

3 10 0 3

6 0 10 16

0 6 3 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11

x12

x21

x22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

104

38

76

28

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και η ορίζουσα του Α είναι

∣A∣ = −800 ≠ 0
και

∣A1∣ = −4000, ∣A2∣ = −1600 ∣A3∣ = −3200 και ∣A4∣ = −800
οπότε

x11 = ∣A1∣∣A∣ = −4000−800 = 5
x12 = ∣A2∣∣A∣ = −1600−800 = 2
x21 = ∣A3∣∣A∣ = −3200−800 = 3
x22 = ∣A4∣∣A∣ = −800−800 = 1

Με αντικατάσταση των x11, x12, x21, x22 στις (i) προκύπτουν

y11 = 3, y12 = 1, y21 = 3, y22 = 1,

οπότε,

X = [ 5 2

3 1
] και Y = [ 3 1

3 1
]

`Ασκηση 2.21 Να δειχθεί ότι για κάθε τετραγωνικό πίνακα A ισχύει :

α) Ο πίνακας A +AT είναι συµµετρικός και ο A −AT αντισυµµετρικός.

ϐ) Κάθε τετραγωνικός πίνακας A γράφεται ως άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός αντι-

συµµετρικού πίνακα.

Λύση
α) `Εχει λάθος στην εκφώνηση του ϐιβλίου.

Ο ανάστροφος του πίνακα A +AT είναι

(A +AT )T = AT + (AT )T = AT +A,
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οπότε ο πίνακας A +AT είναι συµµετρικός.

(A −AT )T = AT − (AT )T = AT −A = − (A −AT ),
οπότε ο πίνακας A −AT είναι αντισυµµετρικός.

ϐ) Είναι ϕανερό ότι για κάθε πίνακα A ισχύει

1

2
(A +AT ) + 1

2
(A −AT ) = 1

2
A + 1

2
AT + 1

2
A − 1

2
AT = A,

όπου, σύµφωνα µε το (α), πίνακας A+AT είναι συµµετρικός και ο A−AT αντισυµµετρικός, οπότε

κάθε τετραγωνικός πίνακας A γράφεται ως άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός αντισυµµετρικού

πίνακα.

`Ασκηση 2.22 Αν

A = [ 0 −a
a 0

]
α) Να δειχθεί ότι

A4 = βI,

όπου I ο 2 × 2 µοναδιαίος πίνακας και β σταθερά.

ϐ) Να υπολογιστεί, συναρτήσει των n,a, ο An, n ∈ N .

Λύση
α) Παρατηρούµε ότι

A2 = [ 0 −a
a 0

] [ 0 −a
a 0

] = [ −a2 0

0 −a2 ] = −a2 [ 1 0

0 1
] = −a2I

όπου I ο 2 × 2 µοναδιαίος πίνακας, οπότε

A4 = (A2)2 = (−a2I)2 = a4I2 = a4I = βI, όπου β σταθερά.

ϐ) Αν ο n είναι άρτιος, n = 2k, οπότε

An = A2k = (A2)k = (−a2I)k = (−1)ka2kIk = (−1)ka2kI,

οπότε

An = (−1)n2 anI, n άρτιος.

Αν ο n είναι περιττός, n = 2k + 1, οπότε

An = A2k+1 = (A2)kA = (−a2I)kA = (−1)ka2kIkA = (−1)ka2kA,

οπότε

An = (−1)n−12 an−1A, n περιττός.

`Ασκηση 2.23 Αν

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6−3 2 9

2 0 −3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

να δειχθεί ότι

An+2 = An, για κάθε n ∈ N∗. (i)
Λύση
α) Χρησιµοποιούµε την µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής.
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A2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6−3 2 9

2 0 −3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6−3 2 9

2 0 −3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−5 −6 −6
9 10 9−4 −4 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

A3 = A2A

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−5 −6 −6
9 10 9−4 −4 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6−3 2 9

2 0 −3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −6−3 2 9

2 0 −3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦= A

Εποµένως η (i) ισχύει για n = 1.

Υποθέτουµε ότι ισχύει η (i) και ϑα δείξουµε ότι ισχύει η

A(n+1)+2 = An+1 .

ή An+3 = An+1 . (ii)
Λόγω της (i),

An+3 = An+2A

= AnA

= An+1,

οπότε η (ii) ισχύει.

`Αρα, η (i) ισχύει για κάθε n ∈ N∗.
`Ασκηση 2.24 Να ϐρεθεί ο ϐαθµός των παρακάτω πινάκων

a) A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 0 1 −2
2 1 0 3

1 −1 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
β) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1
1 −1 1

2 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
γ) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−4 1 −6
1 2 −5
6 3 −4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

δ) A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −2
2 1 1

3 2 −1
4 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ǫ) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1 0

1 −1 1 0

2 −1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
στ) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 1

1 0 −1
1 1 5

2 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ζ) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1

2 −1 −1
1 1 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
η) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 −1 −1
4 −5 1

1 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσα του πίνακα είναι 3 και µια 3 × 3 ορίζουσα της είναι η

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

2 0 1

2 1 0

1 −1 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 2 RRRRRRRRRRR

1 0

−1 2

RRRRRRRRRRR +
RRRRRRRRRRR
2 1

1 −1
RRRRRRRRRRR = 1 ≠ 0

οπότε rank(A) = 3.
ϐ) Η ορίζουσα του τετραγωνικού αυτού πίνακα είναι
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∣A∣ = RRRRRRRRRRR
−1 1

−1 1

RRRRRRRRRRR −
RRRRRRRRRRR
1 1

2 1

RRRRRRRRRRR −
RRRRRRRRRRR
1 −1
2 −1

RRRRRRRRRRR = 0
Επίσης, υπάρχει 2 × 2 υποπίνακας µε µη µηδενική ορίζουσα, τηνRRRRRRRRRRR

1 1

1 −1
RRRRRRRRRRR = −1 − 1 = −2 ≠ 0

οπότε

rank(A) = 2
γ) Η ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα είναι

∣A∣ = −4 RRRRRRRRRRR
2 −5
3 −4

RRRRRRRRRRR − 1
RRRRRRRRRRR
1 −5
6 −4

RRRRRRRRRRR − 6
RRRRRRRRRRR
1 2

6 3

RRRRRRRRRRR = 0
και µία 2 × 2 ορίζουσα είναι µη µηδενικήRRRRRRRRRRR

−4 1

1 2

RRRRRRRRRRR = −9 ≠ 0
οπότε rank(A) = 2.

δ) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσας είναι 3, όµως όλοι οι 3 × 3 υποπίνακες του Α έχουν ορίζουσα

µηδέν. Επίσης, υπάρχει 2 × 2 υποπίνακας µε ορίζουσα µη µηδενική.RRRRRRRRRRR
1 1

2 1

RRRRRRRRRRR = −1 ≠ 0
οπότε rank(A) = 2.

ε) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσας είναι 3, όµως όλοι οι 3 × 3 υποπίνακες του Α έχουν

ορίζουσα µηδέν. Επίσης, υπάρχει 2 × 2 υποπίνακας µε ορίζουσα µη µηδενική.

∣ 1 1

1 −1 ∣ = −2 ≠ 0
οπότε rank(A) = 2.

στ) Η µεγαλύτερη διάσταση ορίζουσας είναι 3 και µια 3 × 3 ορίζουσα της είναι η

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 1

1 0 −1
1 1 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 1 RRRRRRRRRRR

0 −1
1 5

RRRRRRRRRRR + 2
RRRRRRRRRRR
1 −1
1 5

RRRRRRRRRRR +
RRRRRRRRRRR
1 0

1 1

RRRRRRRRRRR = 14 ≠ 0
οπότε rank(A) = 3
Ϲ) Η ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 1

2 −1 −1
1 1 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= RRRRRRRRRRR
−1 −1
1 5

RRRRRRRRRRR + 2
RRRRRRRRRRR
2 −1
1 5

RRRRRRRRRRR +
RRRRRRRRRRR
2 −1
1 1

RRRRRRRRRRR = 21 ≠ 0
οπότε rank(A) = 3
η) Η 3 × 3 ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα είναι ∣A∣ = 0, όµως υπάρχει 2 × 2 ορίζουσα ηRRRRRRRRRRR

2 −1
4 −5

RRRRRRRRRRR = −10 + 4 = −6 ≠ 0
οπότε rank(A) = 2
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`Ασκηση 2.25 α) Για τον πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a β γ δ−β a −δ γ−γ δ a −β−δ −γ β a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
να δειχθεί ότι

AAT = kI
όπου Ι ο 4 × 4 µοναδιαίος πίνακας και k σταθερά.

ϐ) Να υπολογιστεί η ορίζουσα του Α, συναρτήσει των a,β, γ, δ.

Λύση
α) Κάνοντας τον πολλαπλασιασµό

AAT =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a β γ δ−β a −δ γ−γ δ a −β−δ −γ β a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a −β −γ −δ
β a δ −γ
γ −δ a β

δ γ −β a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a2 + β2 + γ2 + δ2 0 0 0

0 a2 + β2 + γ2 + δ2 0 0

0 0 a2 + β2 + γ2 + δ2 0

0 0 0 a2 + β2 + γ2 + δ2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= (a2 + β2 + γ2 + δ2)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= (a2 + β2 + γ2 + δ2)I

οπότε

k = a2 + β2 + γ2 + δ2.
ϐ) Λόγω του (α)

∣AAT ∣ = ∣kI ∣
ή ∣A∣∣AT ∣ = k∣I ∣
ή ∣A∣∣A∣ = k ⋅ 1
ή ∣A∣2 = k
ή ∣A∣ =√k
ή ∣A∣ =√a2 + β2 + γ2 + δ2.
`Ασκηση 2.26 Να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) οι αντίστροφοι των παρακάτω πινάκων:

a) [ −2 1

0 −1 ] β)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 0 1

0 1 2

0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
γ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 3

2 4 5

3 5 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 −1
0 1 0

1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ǫ)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −1 3

0 −1 1 4

3 2 1 2−10 −1 −3 10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
στ)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 −2 0

1 −1 −1
1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. Π�ΙΝΑΚΕΣ 37

α) Η ορίζουσα του Α υπολογίζεται ότι είναι ∣A∣ = 2 ≠ 0, οπότε ο αντίστροφος του είναι

A−1 = 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −1
0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1
2
−1
2

0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

ϐ) Η ορίζουσα του Α είναι

∣A∣ = 2 RRRRRRRRRRR
1 2

1 0

RRRRRRRRRRR = −4
Οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων είναι

∣A11∣ = RRRRRRRRRRR
1 2

1 0

RRRRRRRRRRR = −2 ∣A12∣ = RRRRRRRRRRR
0 2

0 0

RRRRRRRRRRR = 0 ∣A13∣ = RRRRRRRRRRR
0 1

0 1

RRRRRRRRRRR = 0
∣A21∣ = RRRRRRRRRRR

0 1

1 0

RRRRRRRRRRR = −1 ∣A22∣ = RRRRRRRRRRR
2 1

0 0

RRRRRRRRRRR = 0 ∣A23∣ = RRRRRRRRRRR
2 0

0 1

RRRRRRRRRRR = 2
∣A31∣ = RRRRRRRRRRR

0 1

1 2

RRRRRRRRRRR = −1 ∣A32∣ = RRRRRRRRRRR
2 1

0 2

RRRRRRRRRRR = 4 ∣A33∣ = RRRRRRRRRRR
2 0

0 1

RRRRRRRRRRR = 2
οπότε

A−1 = 1∣A∣
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31

−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 −1
0 0 −4
0 −2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2
−1
4

1

4
0 0 1

0
1

2
−1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
γ) Η ορίζουσα του Α είναι ∣A∣ = −1 και οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων είναι

∣A11∣ = RRRRRRRRRRR
4 5

5 6

RRRRRRRRRRR = 1 ∣A12∣ = RRRRRRRRRRR
2 5

3 6

RRRRRRRRRRR = −3 ∣A13∣ = RRRRRRRRRRR
2 4

3 5

RRRRRRRRRRR = −2
∣A21∣ = RRRRRRRRRRR

2 3

5 6

RRRRRRRRRRR = −3 ∣A22∣ = RRRRRRRRRRR
1 3

3 6

RRRRRRRRRRR = −3 ∣A23∣ = RRRRRRRRRRR
1 2

3 5

RRRRRRRRRRR = −1
∣A31∣ = RRRRRRRRRRR

1 2

2 4

RRRRRRRRRRR = 0 ∣A32∣ = RRRRRRRRRRR
1 3

2 5

RRRRRRRRRRR = −1 ∣A33∣ = RRRRRRRRRRR
1 2

2 4

RRRRRRRRRRR = 0
οπότε

A−1 = 1∣A∣
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31

−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 0

3 −3 1

2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −3 0

−3 3 −1
−2 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ) Η ορίζουσα του Α είναι ∣A∣ = 1 και οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων είναι

∣A11∣ = ∣ 1 0−1 0
∣ = 0 ∣A12∣ = ∣ 0 0

1 0
∣ = 0 ∣A13∣ = ∣ 0 1

1 −1 ∣ = −1
∣A21∣ = ∣ 0 −1−1 0

∣ = −1 ∣A22∣ = ∣ 1 −1
1 0

∣ = 1 ∣A23∣ = ∣ 1 0

1 −1 ∣ = −1
∣A31∣ = ∣ 0 −1

1 0
∣ = 1 ∣A32∣ = ∣ 1 −1

0 0
∣ = 0 ∣A33∣ = ∣ 1 0

0 1
∣ = 1

οπότε

A−1 = 1∣A∣
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31

−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 3 0

3 −3 1

2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1

0 1 0−1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ε) Η ορίζουσα του Α είναι ∣A∣ = −138, οπότε ο αντίστροφος είναι
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A−1 = − 1

138

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−58 −39 50 23

46 69 −92 −23
118 27 −116 −23−18 −24 6 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,42 0,28 −0,36 −0,17−0,33 −0,5 0,67 0,17−0,86 −0,2 0,84 0,17

0,13 0,17 −0,04 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
στ) `Οµοια (∣A∣ = 1), προκύπτει ότι ο αντίστροφος του πίνακα Α είναι

A−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 2 2−2 3 3

1 −2 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

`Ασκηση 2.27 Να ϐρεθεί ο ϐαθµός των παρακάτω πινάκων

a) A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 1

2 1 1 0

1 −1 0 0

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
β) B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 1

0 1 1 −1−1 0 1 −2
1 2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
γ) Γ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1 −1
1 0 −1 1

5 −2 1 −1
1 −1 2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ) ∆ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 1 5

0 1 −1 0

1 0 2 3−1 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ǫ) E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 7 5 −5
1 1 0 0

0 3 3 −3−1 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
α) Υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα Α αναπτύσσοντάς την ως προς τα στοιχεία της τελευταίας

στήλης της.

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 0 1

2 1 1 0

1 −1 0 0

0 1 0 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −1

RRRRRRRRRRRRRR
2 1 1

1 −1 0

0 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= − ∣ 1 −1

0 1
∣ = −1 ≠ 0,

οπότε

rank(A) = 4.

ϐ) Ο ϐαθµός του πίνακα Β είναι 2, διότι ∣B∣ = 0, δεν υπάρχει 3 × 3 υποπίνακας του Β µε µη

µηδενική ορίζουσα και

∣ 1 1

0 1
∣ = 1 ≠ 0.

γ) Ο ϐαθµός του πίνακα Γ είναι 2, διότι ∣Γ∣ = 0, οι ορίζουσες όλων των 3×3 υποπινάκων του Γ είναι

µηδέν και υπάρχει µη µηδενική ορίζουσα 2 × 2, π.χ η

∣ 2 −1
1 0

∣ = 1 ≠ 0
δ) Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα ∆ προκύπτει ότι είναι µηδέν. Επίσης υπάρχει µη

µηδενική ορίζουσα 3 × 3 του ∆, οπότε

rank(∆) = 3.

ε) Ο ϐαθµός του πίνακα E είναι 2, διότι ∣E∣ = 0, οι ορίζουσες όλων των 3 × 3 υποπινάκων του E

είναι µηδέν και υπάρχει µη µηδενική ορίζουσα 2 × 2, π.χ η

∣ 7 5

1 0
∣ = −5 ≠ 0.
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`Ασκηση 2.28 Για τον n × n πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 ... 1

1 1 ... 1⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 ... ... 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
να δειχθεί ότι :

α) A2 = nA.

ϐ) (I −A)(I − 1

n − 1A) = I +A, n ≥ 2.

γ) Να δειχθεί ότι ο πίνακας B = I −A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο αντίστροφός του

συναρτήσει του n.

Λύση
α)

A2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 ... 1

1 1 ... 1⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 ... ... 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 ... 1

1 1 ... 1⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 ... ... 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n n ... n

n n ... n⋮ ⋮ ⋮ ⋮
n ... ... n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦= nA

ϐ) Λόγω του (α)

(I −A)(I − 1

n − 1A) = I − 1

n − 1A −A + 1

n − 1A2

= I − 1

n − 1A + 1

n − 1nA
= I + ( n

n − 1 − 1

n − 1)A= I +A
γ) Από το (ϐ) προκύπτει ότι

(I −A)(I − 1

n − 1A)(I +A)−1 = (I +A)(I +A)−1 ⇔ (I −A) [(I − 1

n − 1A) (I +A)−1] = I.

Επίσης

[(I − 1

n − 1A) (I +A)−1] (I −A) = I.

`Αρα ο B = I −A είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφος του είναι ο πίνακας

[(I − 1

n − 1A)(I +A)−1].
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`Ασκηση 2.29 α) Να γραφεί ο πίνακας

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
στη µορφή A = B − I, όπου I ο n × n µοναδιαίος πίνακας, και να δειχθεί ότι

B2 = 5B.

ϐ) Να δειχθεί ότι ο Α είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο αντίστροφός του.

Λύση
α) Επειδή A = B − I,

B = A + I

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

B2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 5 5 5 5

5 5 5 5 5

5 5 5 5 5

5 5 5 5 5

5 5 5 5 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦= 5B

ϐ) Λόγω του (α)

B2 = 5B ⇔ (A + I)2 = 5(A + I)
⇔ A2 + 2A + I = 5A + 5I
⇔ A2 − 3A = −I + 5I
⇔ A(A − 3I) = 4I
⇔ A [1

4
(A − 3I)] = I

Επίσης,

B2 = 5B ⇔ [1
4
(A − 3I)]A = I.

`Αρα ο Α είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφος του είναι ο
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A−1 = 1

4
(A − 3I)

= 1

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3 1 1 1 1

1 −3 1 1 1

1 1 −3 1 1

1 1 1 −3 1

1 1 1 1 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 2.30 Αν

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 2 −2
4 −3 4

4 −4 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Να δειχθεί ότι Α είναι αντιστρέψιµος και ταυτίζεται µε τον αντίστροφό του.

ϐ) Να υπολογιστεί ο An, n ∈N .

Λύση
α) Η ορίζουσα του Α είναι

A =
RRRRRRRRRRRRRR
−1 2 −2
4 −3 4

4 −4 5

RRRRRRRRRRRRRR
= −1 ≠ 0

οπότε ο Α είναι αντιστρέψιµος.

Ο αντίστροφος του Α είναι

A−1 = 1∣A∣adj(A)
= 1−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 2−4 3 −4−4 4 −5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 2 −2
4 −3 4

4 −4 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦= A

ϐ) Λόγω και του (α)

A2 = AA = AA−1 = I,

όπου I ο 3 × 3 µοναδιαίος πίνακας. `Ετσι

▸ Αν ο n είναι άρτιος, n = 2k, k ∈N , οπότε, λόγω και του (α)

An = A2k = (A2)k = Ik = I.

▸ Αν ο n είναι περιττός, n = 2k + 1, k ∈ N , οπότε

An = A2k+1 = (A2)kA = IkA = IA = A.
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`Ασκηση 2.31 Αν τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου ενός n × n πίνακα Α είναι µηδέν και

όλα τα άλλα 1 (aij = 0, αν i = j και aij = 1, αν i ≠ j):
α) Να δειχθεί ότι ο Α είναι αντιστρέψιµος.

ϐ) Να δειχθεί ότι

A−1 = 2 − n
n − 1I + 1

n − 1A,

όπου I ο n × n µοναδιαίος πίνακας.

Λύση
Στην λύση της άσκ. 3.28α δείχνουµε ότι

(A + I)2 = n(A + I),
οπότε

A2 + I2 + 2IA = nA + nI
ή A2 + I + 2A = nA + nI
ή A2 + 2A − nA = nI − I
ή A2 + (2 − n)A = (n − 1)I
ή A [A + (2 − n)I] = (n − 1)I
ή A(A + (2 − n)I

n − 1 ) = I
Επίσης

(A + (2 − n)I
n − 1 )A = I

οπότε ο Α είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι

A−1 = A + (2 − n)I
n − 1 = 1

n − 1A + 2 − n
n − 1I

`Ασκηση 2.32 Εφαρµόζοντας τους νόµους του Kirchoff προκύπτει ότι για τα ϱεύµατα

I1, I2, I3 των ϐρόγχων του κυκλώµατος του σχήµατος ισχύει (µέθοδος ϐρόγχων)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
R1 +R2 +R3 −R3 0−R3 R3 +R4 +R5 −R5

0 −R5 R5 +R6 +R7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E1 +E2−E2 −E3

E3 −E4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Να υπολογιστούν τα I1, I2, I3 αν

R1 = R2 = R3 = R4 = R5 = R6 = R7 = 1KΩ

και E1 = E2 = E3 = E4 = 10V .

R
2

R
1

R
3I

1 I
2 I

3

R
5 R

7

R
4 R

6

+ - + - + - + -

E
3

E
4

E
2

E
1

Λύση
Για τις τιµές αυτές από την δοσµένη σχέση προκύπτει το σύστηµα σε µορφή πινάκων
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 −1 0−1 3 −1
0 −1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

20−20
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο αντίστροφος του πίνακα του συστήµατος αυτού είναι

A−1 = 1

21

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
8 3 1

3 9 3

1 3 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε η µοναδική λύση του συστήµατος αυτού είναι⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20−20
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

21

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
8 3 1

3 9 3

1 3 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

20−20
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

21

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
100−120−40

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε οι Ϲητούµενες τιµές των ϱευµάτων είναι

I1 = 4,76mA, I2 = −5,71mA, I3 = −1,90mA

(όταν σε µια σχέση σε ένα κύκλωµα η µονάδα αντίστασης είναι KΩ και της τάσης V , τότε η µονάδα

έντασης ϱεύµατος είναι mA).

`Ασκηση 2.33 Να ϐρεθούν οι τιµές λ για τις οποίες υπάρχει µη µηδενικός πίνακας-στήλη

X τέτοιος ώστε

AX = λX (i)
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 −1
1 −1 0

2 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και για τις τιµές αυτές να ϐρεθεί ο X.

Λύση
Η (i) γράφεται

AX − λX = 0 ⇔ (A − λI)X = 0, (ii)
όπου I ο 3 × 3 µοναδιαίος πίνακας.

Το οµογενές σύστηµα (ii) έχει µη µηδενικές λύσεις αν η ορίζουσα του πίνακα

A − λI =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 −1
1 −1 0

2 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− λ
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − λ 2 −1
1 −1 − λ 0

2 −2 0 − λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

είναι µηδέν, δηλαδή αν RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 2 −1
1 −1 − λ 0

2 −2 0 − λ
RRRRRRRRRRRRRR
= 0,
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ή (αναπτύσσοντας την ορίζουσα και µετά από λίγες πράξεις)

λ(λ + 1)(λ − 1) = 0.

Εποµένως, οι Ϲητούµενες τιµές της λ είναι

λ1 = −1, λ2 = 0 και λ3 = 1.

Για να ϐρούµε την αντίστοιχη της τιµής λ1 = −1 λύση του συστήµατος, ϑέτουµε λ = −1 στην (ii),
οπότε προκύπτει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − (−1) 2 −1

1 −1 − (−1) 0

2 −2 −(−1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 2 −1
1 0 0

2 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

ή

2x + 2y − z = 0

x = 0

2x − 2y + z = 0

Από το σύστηµα αυτό εύκολα προκύπτει ότι

x = 0, και z = 2y,
οπότε οι αντίστοιχες της λ1 = −1 λύσεις είναι

(x, y, z) = (0, k,2k), k ∈ R.

΄Οµοια προκύπτει ότι οι αντίστοιχες των λ2 = 0 και λ3 = 1 λύσεις είναι αντίστοιχα

(x, y, z) = (k, k,3k), k ∈ R(x, y, z) = (2k, k,2k), k ∈ R.

`Ασκηση 2.34 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο ϐρόγχων σε ένα κύκλωµα µε αντιστάσεις

R1 = 2Ω,R2 = 8Ω,R3 = 6Ω,R4 = 6Ω,R5 = 4Ω
και πηγές E1 = 10V , E2 = −10V και E2 = 5V , προκύπτει η εξίσωση πινάκων

RX =V, (i)
όπου X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των άγνωστων ϱευµάτων, V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των τάσεων

των πηγών και

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
R1 +R2 −R2 0−R2 R2 +R3 +R4 −R4

0 −R4 R5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των αντιστάσεων του κυκλώµατος.

Να υπολογιστούν οι τιµές των I1, I2, I3.

Λύση

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10 −8 0−8 20 −6
0 −6 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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R
−1 = 1

184

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
44 32 48

32 40 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

46

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
11 8 12

8 10 15

12 15 34

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= R

−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

46

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
11 8 12

8 10 15

12 15 34

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10−10
5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1,96

1,20

3,04

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 2.35 Να ϐρεθεί ο ϐαθµός των παρακάτω πινάκων

a) A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 1

2 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
β) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 −2
1 1 −2
0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
γ) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 1 5

0 1 −1 0

1 0 2 3−1 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 7 5 −5
1 1 0 0

0 3 3 −3−1 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
α) Ο ϐαθµός του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 1

2 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 3 διότι (ανάπτυγµα ως προς την τρίτη γραµµή)

∣A∣ = 1 ∣ −1 0

2 1
∣ = −1 ≠ 0.

ϐ) Ο ϐαθµός του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 −2
1 1 −2
0 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 2, διότι (ανάπτυγµα ως προς την τρίτη γραµµή)

∣A∣ = −2 ∣ 1 −2
1 −2 ∣ = 0.

και

∣ 1 0

1 1
∣ = 1 ≠ 0,

οπότε

rankA = 2.

γ) Ο ϐαθµός του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 1 5

0 1 −1 0

1 0 2 3−1 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 3, διότι (ανάπτυγµα της ∣A∣ ως προς την τέταρτη γραµµή, που περιέχει δύο µηδενικά)
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∣A∣ = −(−1)
RRRRRRRRRRRRRR
2 1 5

1 −1 0

0 2 3

RRRRRRRRRRRRRR
−
RRRRRRRRRRRRRR
2 2 1

0 1 −1
1 0 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 5 ∣ 1 −1

0 2
∣ + 3 ∣ 2 1

1 −1 ∣ − (2 ∣ 1 −1
0 2

∣ + ∣ 2 1

1 −1 ∣)= 5 ⋅ 2 + 3(−2 − 1) − 2 ⋅ 2 − (−2 − 1)
= 0

και υπάρχει 3 × 3 υποπίνακας του Α µε µη µηδενική ορίζουσα (παραλείποντας την πρώτη γραµµή

και την τέταρτη στήλη του) RRRRRRRRRRRRRR
0 1 −1
1 0 2−1 0 0

RRRRRRRRRRRRRR
= −1 ∣ 1 2−1 0

∣ = 2 ≠ 0,

οπότε

rankA = 3.

δ) Η ορίζουσα του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 7 5 −5
1 1 0 0

0 3 3 −3−1 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι (ανάπτυγµα ως προς τη δεύτερη γραµµή)

∣A∣ = −
RRRRRRRRRRRRRR

7 5 −5
3 3 −3−1 0 0

RRRRRRRRRRRRRR
+
RRRRRRRRRRRRRR

2 5 −5
0 3 −3−1 0 0

RRRRRRRRRRRRRR
= −(−1) ∣ 5 −5

3 −3 ∣ + (−1) ∣ 5 −5
3 −3 ∣= 0 + 0 = 0.

Επίσης οι ορίζουσες όλων των 3 × 3 υποπινάκων του Α είναι µηδέν και

∣ 2 7

1 1
∣ = −5 ≠ 0,

οπότε

rankA = 2.

`Ασκηση 2.36 α) Να ϐρεθεί ο ϐαθµός και ο αντίστροφος του πίνακα⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2

2 −1 3

4 1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Να δειχθεί ότι ο Α είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο αντίστροφός του.

Λύση
α) Η ορίζουσα του Α υπολογίζεται ότι είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 0 2

2 −1 3

4 1 8

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0,

οπότε ο ϐαθµός του Α είναι 3.

ϐ) Επειδή ∣A∣ ≠ 0, ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιµος.

Βρίσκουµε τον αντίστροφό του εφαρµόζοντας τη γνωστή διαδικασία.

Οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων του Α είναι
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∣A11∣ = ∣ −1 3

1 8
∣ = −11 ∣A12∣ = ∣ 2 3

4 8
∣ = 4 ∣A13∣ = ∣ 2 −1

4 1
∣ = 6

∣A21∣ = ∣ 0 2

1 8
∣ = −2 ∣A22∣ = ∣ 1 2

4 8
∣ = 0 ∣A23∣ = ∣ 1 0

4 1
∣ = 1

∣A31∣ = ∣ 0 2−1 3
∣ = 2 ∣A32∣ = ∣ 1 2

2 3
∣ = −1 ∣A33∣ = ∣ 1 0

2 −1 ∣ = −1
οπότε ο συµπληρωµατικός του Α είναι

adj(A) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και αντίστροφός του είναι ο

A−1 = adj(A)∣A∣ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

`Ασκηση 2.38 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο κόµβων προκύπτει ότι για τα δυναµικά E1,E2,E3

των κόµβων του κυκλώµατος του σχήµατος ισχύει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G1 +G2 +G3 −G2 −G6−G2 G2 +G3 +G4 −G4−G6 −G4 G4 +G5 +G6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1−I2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Να υπολογιστούν τα E1,E2,E3 αν

G1 = G2 = G3 = 1mS,G4 = G5 = G6 = 2mS και I1 = I2 = 2mA.

Λύση
Για τις τιµές αυτές από τη δοσµένη σχέση προκύπτει το σύστηµα σε µορφή πινάκων

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 −1 −2−1 4 −2−2 −2 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2−2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο αντίστροφος του πίνακα του συστήµατος αυτού είναι

A−1 = 1

30

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20 10 10

10 14 8

10 8 11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε η µοναδική λύση του συστήµατος αυτού είναι
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2−2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

30

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20 10 10

10 14 8

10 8 11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2−2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

30

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20−8
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε οι Ϲητούµενες τιµές των δυναµικών των κόµβων είναι

E1 = 20

30
= 0,677V, E2 = −8

30
= −0,267V, E3 = 4

30
= 0,133V .

(όταν σε µια σχέση σε ένα κύκλωµα η µονάδα έντασης ϱεύµατος είναι mA και η µονάδα αγωγιµό-

τητας mS, τότε η µονάδα δυναµικού είναι V ).

`Ασκηση 2.39 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο ϐρόχων για το κύκλωµα του σχήµατος µε αντι-

στάσεις R1 = 2Ω,R2 = 8Ω,R3 = 6Ω,R4 = 6Ω,R5 = 4Ω και πηγές E1 = 40V και E2 = 20V ,

προκύπτει η εξίσωση πινάκων

RX =V, (i)
όπου

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των ϱευµάτων των ϐρόχων και των τάσεων των πηγών και

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
R1 +R2 −R2 0−R2 R2 +R3 +R4 −R4

0 −R4 R4 +R5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των αντιστάσεων.

Να υπολογιστούν οι τιµές των I1, I2, I3.

R
1

R
2I

1 I
2 I

3

R
4

R
3 R

5

+-

E
2

+ -

E
1

Λύση
Αντικαθιστώντας τις τιµές των αντιστάσεων στον R προκύπτει

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10 −8 0−8 20 −6
0 −6 10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Η ορίζουσα του πίνακα R υπολογίζεται

∣A∣ = 1000,

οπότε ο R είναι αντιστρέψιµος.

Πολλαπλασιάζοντας την (i) από αριστερά επί τον R
−1 προκύπτει
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R
−1
RX =R−1V ⇔ X =R−1V. (ii)

Βρίσκουµε τον R
−1 µε τον γνωστό τρόπο :

Οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων του R είναι

∣R11∣ = ∣ 20 −6−6 10
∣ = 164 ∣R12∣ = ∣ −8 6

0 10
∣ = −80 ∣R13∣ = ∣ −8 20

0 −6 ∣ = 48

∣R21∣ = ∣ −8 0−6 10
∣ = −80 ∣R22∣ = ∣ 10 0

0 10
∣ = 100 ∣R23∣ = ∣ 10 −8

0 −6 ∣ = −60

∣R31∣ = ∣ −8 0

20 −6 ∣ = 48 ∣R32∣ = ∣ 10 0−8 −6 ∣ = −60 ∣R33∣ = ∣ 10 −8−8 20
∣ = 136

οπότε ο συµπληρωµατικός του R είναι

adj(R) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 −R21 R31−R12 R22 −R32

R13 −R23 R33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 80 48

80 100 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε ο αντίστροφος του R είναι (∣A∣ = 1000)

R
−1 = 1∣A∣adj(A) = 1

1000

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 80 48

80 100 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι η (ii) δίνει

X = 1

1000

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 80 48

80 100 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
40

20

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

1000

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 ⋅ 40 + 80 ⋅ 20
80 ⋅ 40 + 100 ⋅ 20
48 ⋅ 40 + 60 ⋅ 20

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
8,16

5,2

3,12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

I1 = 8,16A, I2 = 5,2A, I3 = 3,12A.

Εποµένως u⃗ = −6a⃗ + 3β⃗ + 2γ⃗.
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`Ασκηση 2.40 Για ένα κύκλωµα που περιέχει δύο αντιστάσεις R1 = 10Ω και R2 = 5Ω, δύο

πηνία µε αυτεπαγωγές L = 2 ⋅10−4H, πυκνωτή χωρητικότητας C = 10−6F και τις αρµονικές

πηγές

v1 = 4cosωt (V ) και v2 = 3cos (ωt + π

4
) (V ) όπου ω = 105 r

s
,

από τη µέθοδο ϐρόχων προκύπτει για τα αντίστοιχα µιγαδικά µεγέθη η εξίσωση

ZX =V, (i)
όπου X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Ĩ1
Ĩ2
Ĩ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ṽ1
0

ṽ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4eiωt

0

3ei(ωt+
π

4
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οι πίνακες των µιγαδικών ϱευµάτων ϐρόχων και τάσεων πηγών και

Z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R1 + iLω −iLω 0

−iLω iLω − i

Cω
+R2 −R2

0 −R2 R2 + iLω

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των σύνθετων µιγαδικών αντιστάσεων.

Να ϐρεθούν τα µιγαδικά ϱεύµατα Ĩ1, Ĩ2 και Ĩ3 και στη συνέχεια ϱεύµατα I1, I2 και I3 που

διαρρέουν τους ϐρόγχους του κυκλώµατος.

Λύση
Αντικαθιστώντας τις τιµές των αντιστάσεων στον πίνακα Z προκύπτει

Z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
10 + i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 −i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 0

−i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 − i

10−6 ⋅ 105 + 5 −5
0 −5 5 + i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
10 + 20i −20i 0−20i 20i − 10i + 5 −5

0 −5 5 + 20i
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
10 + 20i −20i 0−20i 5 + 10i −5

0 −5 5 + 20i
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Από την (i) προκύπτει ότι

X = Z
−1
V =
RRRRRRRRRRRRRR

0.036 + 0.017i 0.045 + 0.048i 0.014 − 0.008i
0.045 + 0.048i 0.069 + 0.026i 0.01 − 0.015i
0.014 − 0.0076i 0.01 − 0.015i 0.009 − 0.05i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4 (cosωt + i sinωt)

0

3 (cosωt + i sinωt)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,19cos ωt − 0,08 sinωt + i (0,08cos ωt + 0,19 sinωt)
0,17cosωt − 0,121 sinωt + i (0,121cos ωt + 0,17 sinωt)
0,18cos ωt + 0,114 sinωt + i (−0,114cos ωt + 0,18 sinωt)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε τα ϱεύµατα των ϐρόγχων είναι

I1 = Re(Ĩ1) = 0,19cos ωt − 0,08 sinωt
I2 = Re(Ĩ1) = 0,17cos ωt − 0,121 sinωt
I1 = Re(Ĩ1) = 0,18cos ωt + 0,114 sinωt
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`Ασκηση 2.41 Αν

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a 1 0

0 a 1

0 0 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Να δειχθεί ότι

(A − aI3)3 = 0, για κάθε a ∈ R,

όπου I3 ο 3 × 3 µοναδιαίος πίνακας.

ϐ) Αν a ≠ 0, να δειχθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο A−1.

Λύση

α) B = A − aI3 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a 1 0

0 a 1

0 0 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− a
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

B2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και

B3 = B2B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0.

ϐ) Ο πίνακας Α είναι άνω τριγωνικός, οπότε η ορίζουσά του είναι το γινόµενο των στοιχείων της

κυρίας διαγωνίου του

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
a 1 0

0 a 1

0 0 a

RRRRRRRRRRRRRR
= a ⋅ a ⋅ a = a3.

`Αρα, αν a ≠ 0, ∣A∣ ≠ 0, οπότε ο A είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι

A−1 = 1∣A∣adj(A). (i)
Οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων του Α είναι

∣A11∣ = ∣ a 1

0 a
∣ = a2 ∣A12∣ = ∣ 0 1

0 a
∣ = 0 ∣A13∣ = ∣ 0 a

0 0
∣ = 0

∣A21∣ = ∣ 1 0

0 a
∣ = a ∣A22∣ = ∣ a 0

0 a
∣ = a2 ∣A23∣ = ∣ a 1

0 0
∣ = 0

∣A31∣ = ∣ 1 0

a 1
∣ = 1 ∣A32∣ = ∣ a 0

0 1
∣ = a ∣A33∣ = ∣ a 1

0 a
∣ = a2

οπότε ο συµπληρωµατικός του Α είναι

adj(A) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a2 −a 1

0 a2 −a
0 0 a2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι, η (i) δίνει
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A−1 = 1∣A∣adj(A) = 1

a3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a2 −a 1

0 a2 −a
0 0 a2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

a
− 1

a2
1

a3

0
1

a
− 1

a2

0 0
1

a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 2.43 Να ϐρεθεί ο πίνακας X αν

A−1XA = B, (i)
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2

2 −1 3

4 1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 −1
1 −1 0

1 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Λύση
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (i) επί A−1 από δεξιά και επί A από αριστερά προκύπτει

(λόγω της προσεταιριστικής ιδιότητας),

A (A−1XA)A−1 = ABA−1 ⇔ (AA−1)X (AA−1) = ABA−1

⇔ IXI = ABA−1

οπότε

X = ABA−1. (i)

Με τον γνωστό τρόπο προκύπτει

A−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

οπότε η (i) δίνει

X = ABA−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2

2 −1 3

4 1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 −1
1 −1 0

1 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 0 −3
2 1 −5
9 −1 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−40 7 7−56 9 10−167 30 29

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦



Κεφάλαιο 3

Γραµµικά συστήµατα

`Ασκηση 3.2 Να λυθούν τα συστήµατα που αντιστοιχούν στους ανηγµένους κλιµακωτούς πίνακες

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 4 0 −1
0 1 −4 0 0

0 0 0 1 −3
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 6

0 1 0 −3
0 0 1 2

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Γ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∆ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 2

0 1 0 −3
0 0 1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
▸ Ο πίνακας Α αντιστοιχεί στο σύστηµα

x1 + 4x3 = −1
x2 − 4x3 = 0
x4 = −3

από το οποίο προκύπτει

x1 = −4x3 − 1, x2 = 4x3 και x4 = −3,

οπότε η λύση του συστήµατος είναι (x3 = k)

(x1, x2, x3, x4) = (−4k − 1,4k, k,−3), k ∈ R
▸ Ο πίνακας Β αντιστοιχεί στο σύστηµα

x1 = 6
x2 = −3
x3 = 2

οπότε η λύση του συστήµατος είναι (x4 = k)

(x1, x2, x3, x4) = (6,−3,2, k), k ∈ R
▸ Ο πίνακας Γ αντιστοιχεί στο σύστηµα

x1 + 3x2 = 0
x3 = 0
0 = 1

οπότε το σύστηµα είναι αδύνατο.

▸ Ο πίνακας ∆ αντιστοιχεί στο σύστηµα

1 ⋅ x1 + 0 ⋅ x2 + 0 ⋅ x3 = 2
0 ⋅ x1 + 1 ⋅ x2 + 0 ⋅ x3 = −3
0 ⋅ x1 + 0 ⋅ x2 + 1 ⋅ x3 = 2

οπότε η λύση του συστήµατος είναι

53
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(x1, x2, x3) = (2,−3,2)
`Ασκηση 3.3 Να λυθούν τα συστήµατα

a) x1 + x2 − x3 = 1
x1 − x2 + x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 5

β) x1 − x2 + 2x3 = 1−2x1 + 2x2 − 4x3 = −3
2x1 − 2x2 + x3 = 5

γ) x1 − 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 + 5x3 = 7
2x1 − x2 − x3 = 0−x1 + 5x2 + 3x3 = 7

δ) x1 + x2 − x3 = 1
x1 − x2 + x3 = 1 ǫ) x1 − x2 + 2x3 = 1−2x1 + 2x2 − 4x3 = −3 στ) y + 2z +w = 0

2x + z = 2
y +w = 1

ζ) x1 − x3 = 1
2x1 + x2 − x3 = 1
x1 + 2x2 + 5x3 = 2

η) x1 − 2x2 − 4x3 + 3x4 = 0−2x1 + x2 − 5x4 = 0
3x1 − x2 + 2x3 = 0

θ) 2x1 − x2 + x3 = 0−4x1 + 2x2 − 2x3 = 0
6x1 − 3x2 + 3x3 = 0

ι) 2x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0−4x1 + 2x2 − 2x3 + 4x4 = 0
6x1 − 3x2 + 3x3 − 6x4 = 0

α) Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή AX = B, όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1
1 −1 1

2 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του Α προκύπτει

∣A∣ = 0
Επίσης, η 2 × 2 ορίζουσα που προκύπτει διαγράφοντας την τρίτη γραµµή και την τρίτη στήλη.RRRRRRRRRRR

1 1

1 −1
RRRRRRRRRRR = −2 ≠ 0

οπότε, rank(A) = 2
όµως,

rank(A∣B) = 3
εφόσον η υποορίζουσα του επαυξηµένουRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1

1 −1 1

2 −1 5

RRRRRRRRRRRRRR
= −6 ≠ 0

∆ηλαδή rank(A) ≠ rank(A∣B), οπότε το σύστηµα δεν έχει λύση

ϐ) Το σύστηµα γράφεται στη µορφή Ax = B όπου,

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 2−2 2 −4
2 −2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1−3
5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
rank(A∣B) = 3 επειδή η ορίζουσα RRRRRRRRRRRRRR

1 −2 1−2 −4 −3
2 −1 5

RRRRRRRRRRRRRR
= −21 ≠ 0

όµως

rank(A) = 2 αφού ∣A∣ = 0 και

RRRRRRRRRRR
2 −4
−2 1

RRRRRRRRRRR = −6 ≠ 0
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οπότε το σύστηµα δεν έχει λύση

γ) Το σύστηµα γράφεται στη µορφή

AX = B
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 1

1 1 5

2 −1 −1
−1 5 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

7

0

7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και ο επαυξηµένος πίνακας έχει ορίζουσα

∣A∣B∣ = 0
και µια 3 × 3 υποορίζουσα του πίνακα Α είναιRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 1

1 1 5

2 −1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −21 ≠ 0

οπότε

rank(A) = rank(A∣B) = 3
Λύνουµε, λοιπόν, το παρακάτω σύστηµα (αντιστοιχεί στην παραπάνω µη µηδενική υποορίζουσα)

x1 − 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 + 5x3 = 7
2x1 − x2 − x3 = 0

Από τις δύο πρώτες εξισώσεις προκύπτει η λύση του συστήµατος

x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1
(οι τιµές αυτές ικανοποιούν, ϐεβαίως και την τρίτη εξίσωση).

γ) σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13 το σύστηµα έχει µοναδική λύση.

Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 1 0

1 1 5 7

2 −1 −1 0−1 5 37

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

H21(−1)
H31(−2)∼
H41(1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 1 00

3 4 7

0 3 −3 0

0 3 4 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

H2 (1
3
)

∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 1 0

0 1
4

3

7

3
0 3 −3 0

0 3 4 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

H12(2)
∼

H32(−3)

H42(−3)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0
11

3

14

3

0 1
4

3

7

3
0 0 −7 −7
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

H3 (−1
7
)

∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0
11

3

14

3

0 1
4

3

7

3
0 0 1 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

H23 (−4
3
)

∼
H13 (−11

3
)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ) Το σύστηµα γράφεται
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AX = B
όπου A = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1
1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ και B = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Μια 2 × 2 υποορίζουσα του επαυξηµένου και του Α είναιRRRRRRRRRRR

1 1

1 −1
RRRRRRRRRRR = −2 ≠ 0

οπότε

rank(A∣B) = rank(A) = 2
και σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13 το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις (ϐρίσκουµε τα x1, x2 συναρτήσει

του x3 )

x1 + x2 = 1 + x3
x1 − x2 = 1 − x3

Προσθέτοντας κατά µέλη προκύπτει

2x1 = 2 ⇔ x1 = 1
οπότε η δεύτερη εξίσωση δίνει

x2 = x3
Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος (ϑέτοντας x3 = k) είναι

(x1, x2, x3) = (1, k, k), k ∈ R
ε) Το σύστηµα γράφεται στη µορφή

AX = B
όπου A = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 2

−2 2 −4
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ και B = ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1

−3
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

όλες οι 2 × 2 υποοορίζουσες του είναι µηδενικές οπότε

rank(A) = 1
και µια 2 × 2 υποορίζουσα του επαυξηµένου είναιRRRRRRRRRRR

2 1

−4 −3
RRRRRRRRRRR = −2

οπότε

rank(A∣B) = 2
Εποµένως, το σύστηµα δεν έχει λύση (αφού rank(A) ≠ rank(A∣B)).
στ) Το σύστηµα αυτό γράφεται

AX = B
όπου A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 2 1

2 0 1 0

0 1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

2

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Μια 2 × 3 υποορίζουσα του Α και του A∣B είναιRRRRRRRRRRRRRRRRRR

0 1 2

2 0 1

0 1 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 4 ≠ 0,

οπότε

rank(A) = rank(A∣B) = 3
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Εποµένως, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις (ϐλ Πρόταση 3.13) (ϐρίσκουµε το x, y, z συναρτήσει του

w)

y + 2z = −w
2x + z = 2
y = 1 −w

Αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση το y (τρίτη εξίσωση ) προκύπτει

z = −1
2

και αντικαθιστώντας στη δεύτερη το z

x = 5

4

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας w = k )

(x, y, z,w) = (5
4
,1 − k,−1

2
, k) , k ∈ R

Ϲ) Το σύστηµα γράφεται

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1
2 1 −1
1 2 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Μια 3 × 3 υποορίζουσα του Α και του ᾼΒ είναι

όπου

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 −1
2 1 −1
1 2 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 4 ≠ 0,

οπότε

rank(A) = rank(A∣B) = 3
Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13 το σύστηµα έχει µοναδική λύση

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 −1
1 1 −1
2 2 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 7

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 −1
2 1 −1
1 2 5

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −7

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1

1 1 1

2 2 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 3

x1 = ∣A1∣∣A∣ = 7

4
, x2 = ∣A2∣∣A∣ = −74 , x3 = ∣A3∣∣A∣ = 3

4

η) Το σύστηµα γράφεται

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 −4 3

−2 1 0 −5
3 −1 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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το σύστηµα είναι οµογενές, εποµένως έχει λύση ( αφού rank(A) = rank(A∣B))
Μια µη µηδενική ορίζουσα του πίνακα Α είναι η

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 −4
−2 1 0

3 −1 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −2 ≠ 0

οπότε ϐρίσκουµε τους x1, x2, x3 συναρτήσει του x4

x1 − 2x2 − 4x3 = −3x4−2x1 + x2 = 5x4
3x1 − x2 + 2x3 = 0

΄Ετσι, προκύπτουν οι λύσεις του συστήµατος (ϑέτοντας k = x4)
(x1, x2, x3, x4) = (−17k,−29k,11k, k)

ϑ) Το σύστηµα γράφεται

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1

−4 2 −2
6 −3 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Παρατηρούµε ότι η 3 × 3 ορίζουσα του Α είναι µηδενική, όπως και όλες οι 2 × 2 υποορίζουσες,

εποµένως

rank(A) = 1
Βρίσκουµε το x1 συναρτήσει των x2 και x3 από την πρώτη εξίσωση

x1 = 1

2
x2 − 1

2
x3

οπότε, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x2 = k και x3 = l)
(x1, x2, x3) = (1

2
k − 1

2
l, k, l)

ι) Το σύστηµα αυτό γράφεται

AX = B
όπου A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1 −2
−4 2 −2 4

6 −3 3 −6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Παρατηρούµε ότι όλες οι 3 × 3 και οι 2 × 2 υποορίζουσες του είναι µηδενικές, οπότε

rank(A) = 1 = rank(A∣B) (οµογενές )

Βρίσκουµε το x1 συναρτήσει των x2, x3, x4

x1 = 1

2
x2 − 1

2
x3 + x4

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι ϑέτοντας x2 = k,x3 = 1, x4 =m
(x1, x2, x3, x4) = (1

2
k − 1

2
l +m,k, l,m)
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`Ασκηση 3.4 Να λυθούν τα συστήµατα

a) x1 − 2x2 + x3 = 0
2x1 − x2 + 5x3 = −3
3x1 + x2 + 2x3 = 1

β) x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1
2x1 − x2 + 2x3 − x4 = 1
4x1 + 3x2 − 4x3 + x4 = 2

γ) − 2x1 + 2x2 + 3x3 − 3x4 + x5 = −4
3x1 − 3x2 − x3 + x4 + x5 = 5
x1 − x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 = 2

δ) x1 + 2x2 − x3 + 5x4 + 6x5 = 10−x1 − 2x2 + x3 − 3x4 − 2x5 = −4
2x1 + 4x2 − 2x3 + 6x4 + 3x5 = 6

ǫ) 2x1 + 7x2 + 5x3 − 5x4 = 0
x1 + x2 = 0
3x2 + 3x3 − 3x4 = 0−x1 − x2 = 0

στ) x1 + x2 + x4 = 0
x2 + x3 − x4 = 0−x1 + x3 − 2x4 = 0
x1 + 2x2 + x3 = 0

ζ) x1 − 2x2 + x3 = 0
2x1 − x2 − x3 = 0
x1 + x2 + 5x3 = 7

Λύση
α) Το σύστηµα γράφεται στην µορφή

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 1

2 −1 5

3 1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

−3
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή ∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 1

2 −1 5

3 1 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 24 ≠ 0

rank(A) = rank(A∣B) = 3
οπότε, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13, το σύστηµα έχει µοναδική λύση

x1 = ∣A1∣∣A∣ , x2 = ∣A2∣∣A∣ , x3 = ∣A3∣∣A∣ (i)
όπου

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

0 −2 1

−3 −1 5

1 1 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 24

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1

2 −3 5

3 1 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 0

2 −1 −3
3 1 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 24

΄Ετσι, οι (i) δίνουν

x1 = 24

24
= 1, x2 = 0, x3 = −24

24
= −1

ϐ) Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή
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AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −3 1

2 −1 2 −1
4 3 −4 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι

A∣B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −3 1 1

2 −1 2 −1 1

4 3 −4 1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και µια 3 × 3 υποορίζουσα του είναι η RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 2 1

2 −1 1

4 3 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 5 ≠ 0,

οπότε rank(A∣B) = 3
όµως όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του πίνακα Α είναι µηδενικές, οπότε

rank(A) ≠ 3
Εφόσον, rank(A) ≠ rank(A∣B)
Εποµένως σύµφωνα µε την Πρόταση 3.12 το σύστηµα είναι αδύνατο.

γ) Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 2 3 −3 1

3 −3 −1 1 1

1 −1 2 −2 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−4
5

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Μια µη µηδενική 3 × 3 υποορίζουσα του πίνακα Α και του επαυξηµένου A∣B είναιRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−2 3 1

3 −1 1

1 2 3

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −7 ≠ 0,

οπότε

rank(A) = rank(A∣B).
Συνεπώς, µπορούµε να ϐρούµε τους 3 αγνώστους συναρτήσει των άλλων δύο π.χ τους x1, x3, x5
συναρτήσει των x2, x4 από τις εξισώσεις

−2x1 + 3x3 + x5 = −4 − 2x2 + 3x4
3x1 − x3 + x5 = 5 − x4 + 3x2
x1 + 2x3 + 3x5 = 2 + x2 + 2x4

(i)(ii)(iii)
Αφαιρώντας τις (i) και (ii) κατά µέλη και πολλαπλασιάζοντας την (ii) επί −3 και προσθέτοντας τη

στην (iii) προκύπτει

−5x1 + 4x3 = −9 − 5x2 + 4x4−8x1 + 5x3 = −13 + 5x4 − 8x2 (iv)(v)
Πολλαπλασιάζοντας την (iv) επί −5 και την (v) επί 4 και προσθέτωντας αυτές που προκύπτουν

έχουµε

x1 = 1 + x2
Αντικαθιστώντας το x1 στην (v) έχουµε

x3 = −1 + x4
Αντικαθιστώντας τα x1 και x3 στην (i) προκύπτει
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x5 = 1
οπότε, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x2 = k και x4 =m)

(x1, x2, x3, x4, x5) = (1 + k, k,m − 1,m,1) k,m ∈ R
δ) Το σύστηµα γράφεται στη µορφή

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −1 5 6

−1 −2 1 −3 −2
2 4 −2 6 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10

−4
6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και µια 3 × 3 υποορίζουσα του Α είναι

AX = BRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1 5 6

1 −3 −2
−2 6 3

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 2 ≠ 0

οπότε

rank(A) = rank(A∣B) = 3
Εποµένως, µπορούµε να ϐρούµε τους τρεις αγνώστους συναρτήσει των άλλων δύο. Λύνοντας τις

εξισώσεις ως προς x3, x4, x5 προκύπτει

−x3 + 5x4 + 6x5 = 10 − x1 − 2x2
x3 − 3x4 − 2x5 = −4 + x1 + 2x2−2x3 + 6x4 + 3x5 = 6 − 2x1 − 4x2 (i)

Προσθέτοντας τις δύο πρώτες κατά µέλη και πολλαπλασιάζοντας τη δεύτερη επί 2 και προσθέτοντας

στην τρίτη εξίσωση προκύπτουν

2x4 + 4x5 = 6
x5 = 2 (ii)

Αντικαθιστώντας το x5 στην πρώτη εξίσωση προκύπτει

x4 = −1.
Αντικαθιστώντας τα x4, x5 στην (i) έχουµε

x3 = −3 + x1 + 2x2
οπότε, οι λύσεις του συστήµατος είναι ϑέτοντας x1 = k και x2 =m(x1, x2, x3, x4, x5) = (k,m,−3 + k + 2m,−1,2)
ε) Το σύστηµα γράφεται στη µορφή

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 7 5 −5
1 1 0 0

0 3 3 −3
−1 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Το σύστηµα είναι οµογενές, οπότε έχει λύση.

Επειδή

∣A∣ = 0
και όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του Α είναι µηδενικές, όµως η 2 × 2 υποορίζουσα του ΑRRRRRRRRRRR

2 7

1 1

RRRRRRRRRRR = 2 − 7 = −5 ≠ 0
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οπότε

rank(A) = 2
οπότε µπορούµε να ϐρούµε τα x1, x2 συναρτήσει των x3, x4 (από τις δυο πρώτες εξισώσεις)

2x1 + 7x2 = −5x3 + 5x4
x1 + x2 = 0

Από τη δεύτερη εξίσωση προκύπτει x2 = −x1 αντικαθιστώντας στην πρώτη, προκύπτει

2x1 − 7x1 = −5x3 + 5x4
x1 = x3 − x4

Εποµένως,

x2 = −x1 = x4 − x3,
οπότε οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x3 = k και x4 =m)

(x1, x2, x3, x4) = (k −m,m − k, k,m) k,m ∈ R
στ) Το σύστηµα γράφεται

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 1

0 1 1 −1
−1 0 1 −2
1 2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
η ορίζουσα του Α είναι

∣A∣ = 0
Επίσης, όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του Α είναι µηδενικές.

Μια 2 × 2 υποορίζουσα του Α είναι RRRRRRRRRRR
1 1

0 1

RRRRRRRRRRR = 1 ≠ 0
οπότε rank(A) = 2 = rank(A∣B) (οµογενές)

οπότε µπορούµε να ϐρούµε τα x1, x2 συναρτήσει των x3, x4. Από τις δύο πρώτες εξισώσεις προκύ-

πτουν

x1 + x2 = −x4
x2 = −x3 + x4

Αντικαθιστώντας το x2 στην πρώτη εξίσωση προκύπτει

x1 = x3 − 2x4
Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x3 = k και x4 =m)

(x1, x2, x3, x4) = (k − 2m,m − k, k,m), k,m ∈ R.

Ϲ) Το σύστηµα αυτό γράφεται

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1

2 −1 −1
1 1 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η ορίζουσα του πίνακα Α είναι

∣A∣ = 21
και η λύση του, µε τον τρόπο του (α), προκύπτει
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x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1.

Ϲ) Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1

2 −1 −1
1 1 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι

A∣B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 0

2 −1 −1 0

1 1 5 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Επειδή ∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −2 1

2 −1 −1
1 1 5

RRRRRRRRRRRRRR
= 21 ≠ 0,

rankA = rank(A∣B) = 3,

οπότε το σύστηµα αυτό έχει τη µοναδική λύση

x1 = ∣A1∣∣A∣ , x2 = ∣A2∣∣A∣ , x3 = ∣A3∣∣A∣ , (i)
όπου

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
0 −2 1

0 −1 −1
7 1 5

RRRRRRRRRRRRRR
= 7 ∣ −2 1−1 −1 ∣ = 7 [(−2)(−1) − 1(−1)] = 21

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 0 1

2 0 −1
1 7 5

RRRRRRRRRRRRRR
= −7 ∣ 1 1

2 −1 ∣ = −7 [1(−1) − 1 ⋅ 2] = 21

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −2 0

2 −1 0

1 1 7

RRRRRRRRRRRRRR
= 7 ∣ 1 −2

2 −1 ∣ = 7 [1(−1) − 2(−2)] = 21
΄Ετσι οι (i) δίνουν x1 = 21

21
= 1, x2 = 21

21
= 1, x3 = 21

21
= 1.

`Ασκηση 3.5 Να ϐρεθεί η σχέση των a,β, γ, ώστε να έχει λύση το σύστηµα

x − 2y + z +w = a

2x − y + z −w = β

7x + y + 2z − 8w = γ

Λύση
Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή

AX = B
όπου A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 1 1

2 −1 1 −1
7 1 2 −8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a

β

γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για να έχει λύση το σύστηµα πρέπει

rank(A) = rank(A∣B). (i)
Παρατηρούµε ότι όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του Α είναι µηδέν και η 2 × 2 υποορίζουσαRRRRRRRRRRR

1 −2
2 −1

RRRRRRRRRRR = −1 + 4 = 3 ≠ 0
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οπότε

rank(A) = 2
Λόγω της (i) πρέπει rank(A∣B) = 2, δηλαδή όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του επαυξηµένου πρέπει

να είναι µηδέν. RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −2 a

2 −1 β

7 1 γ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ ∣ −1 β

1 γ
∣ + 2 RRRRRRRRRRR

2 β

7 γ

RRRRRRRRRRR + a
RRRRRRRRRRR
2 −1
7 1

RRRRRRRRRRR = 0
⇔ 3γ − 15β + 9a = 0RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 a

2 1 β

7 2 γ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ RRRRRRRRRRR

1 β

2 γ

RRRRRRRRRRR −
RRRRRRRRRRR
2 β

7 γ

RRRRRRRRRRR + a
RRRRRRRRRRR
2 1

7 2

RRRRRRRRRRR = 0
⇔ 5β − γ − 3a = 0RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 a

2 −1 β

7 −8 γ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ RRRRRRRRRRR

−1 β

8 γ

RRRRRRRRRRR −
RRRRRRRRRRR
2 β

7 γ

RRRRRRRRRRR + a
RRRRRRRRRRR
2 −1
7 −8

RRRRRRRRRRR = 0
⇔ −3γ − β + 15a = 0RRRRRRRRRRRRRRRRRR

−2 1 a

−1 1 β

1 2 γ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ −2 RRRRRRRRRRR

1 β

2 γ

RRRRRRRRRRR −
RRRRRRRRRRR
−1 β

1 γ

RRRRRRRRRRR + a
RRRRRRRRRRR
−1 1

1 2

RRRRRRRRRRR = 0
⇔ −γ + 5β − 3a = 0RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 a

−1 −1 β

1 −8 γ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ −2 RRRRRRRRRRR

−1 β

−8 γ

RRRRRRRRRRR −
RRRRRRRRRRR
−1 β

1 γ

RRRRRRRRRRR + a
RRRRRRRRRRR
−1 −1
1 −8

RRRRRRRRRRR = 0
⇔ 3γ − 15β + 9a = 0

και RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 a

1 −1 β

2 −8 γ

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ RRRRRRRRRRR

−1 β

−8 γ

RRRRRRRRRRR −
RRRRRRRRRRR
1 β

2 γ

RRRRRRRRRRR + a
RRRRRRRRRRR
−1 −1
2 −8

RRRRRRRRRRR = 0
⇔ −2γ + 10β − 6a = 0

οπότε, από όλες τις παραπάνω ορίζουσες προκύπτει η εξίσωση

5β − γ − 3a = 0 ⇔ γ = 5β − 3a
οπότε το σύστηµα έχει λύση αν

γ = 5β − 3a ⇔ γ = 5β − 3a.

`Ασκηση 3.6 Να ϐρεθούν οι τιµές του k για τις οποίες τα παρακάτω συστήµατα έχουν λύσεις.

a) x1 + x2 + x3 = 1
kx1 + kx2 + x3 = k + 1
kx1 + 2x2 + 2x3 = 2

β) kx1 + x2 − x3 = 1
kx1 + x2 + kx3 = k − 1
3x1 + 3x2 + kx3 = 1

Λύση
α) Το σύστηµα γράφεται στη µορφή

AX = B,

όπου
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A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1

k k 1

k 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

k + 1
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
η ορίζουσα του πίνακα Α είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1

k k 1

k 2 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −k2 + 3k − 2 = −(k − 2)(k − 1)

`Αρα :

▸ Για k ≠ 1 και k ≠ 2, ισχύει

rank(A) = rank(A∣B) = 3,

οπότε σύµφωνα µε την πρόταση 3.13 το σύστηµα έχει µοναδική λύση την

x1 = ∣A1∣∣A∣ , x2 = ∣A2∣∣A∣ , x3 = ∣A3∣∣A∣
όπου

∣A1∣ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1

k + 1 k 1

2 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦∣A∣ = 0

∣A2∣ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1

k k + 1 1

k 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= k(2 − k)

∣A3∣ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1

k k k + 1
k 2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= k − 2

οπότε η λύση είναι

x1 = 0−(k − 2)(k − 1) = 0
x2 = k(2 − k)−(k − 2)(k − 1) = k

k − 1
x3 = k − 2−(k − 2)(k − 1) = 1

1 − k .
▸ Για k = 1 η ορίζουσα του Α είναι ∣A∣ = 0 και υπάρχει 3× 3 ορίζουσα του επαυξηµένου διάφορη

του µηδενούς, η RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1

1 1 2

1 2 2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −1 ≠ 0

οπότε rank(A) ≠ rank(A∣B)
και σύµφωνα µε την πρόταση 3.13 το σύστηµα δεν έχει λύση.

▸ Για k = 2 η ορίζουσα του πίνακα Α είναι ∣A∣ = 0 και όλες οι 3 × 3 ορίζουσες του επαυξηµένου

είναι µηδέν. Επιπλέον, υπάρχει µια 2 × 2 ορίζουσα ενός υποπίνακα του Α που είναι διάφορη του

µηδενός, η
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RRRRRRRRRRR
1 1

2 1

RRRRRRRRRRR = 1 − 2 = −1 ≠ 0
οπότε

rank(A) = rank(A∣B) = 2.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13, το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις (ϐρίσκουµε από τις δυο πρώτες

εξισώσεις τα x2, x3 συναρτήσει του x1)

x2 + x3 = 1 − x1
2x2 + x3 = 3 − 2x1

Αφαιρώντας τις εξισώσεις κατά µέλη έχουµε

x2 = 2 − x1
και αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση, προκύπτει το x3

x3 = −1
Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x1 = λ)

(x1, x2, x3) = (λ,2 − λ,−1), λ ∈ R
Εποµένως, το σύστηµα έχει λύσεις για κάθε k ≠ 1.

ϐ) Το σύστηµα γράφεται στη µορφή

AX = B
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
k 1 −1
k 1 k

3 3 k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

k − 1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
η ορίζουσα του πίνακα Α είναι

∣A∣ = −3k2 + 3 = 3(1 − k)(1 + k).
`Ετσι :

▸ Για k ≠ 1 και k ≠ −1 τότε

rank(A) = rank(A∣B) = 3
οπότε σύµφωνα µε την πρόταση 3.13 το σύστηµα έχει µοναδική λύση την

x1 = ∣A1∣∣A∣ , x2 = ∣A2∣∣A∣ , x3 = ∣A3∣∣A∣ ,
όπου

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 −1
k − 1 1 k

1 3 k

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −k2 + 3k − 4

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

k 1 −1
k k − 1 k

3 1 k

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= k3 − 3k2 + 5k − 3

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

k 1 1

k 1 k − 1
3 3 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −3k2 + 9k − 6 = −3(k − 1)(k − 2)

οπότε η λύση είναι

x1 = −k2 + 3k − 4
3(1 − k)(1 + k) , x2 = k3 − 3k2 + 5k − 3

3(1 − k)(1 + k) , x3 = −3(k − 1)(k − 2)
3(1 − k)(1 + k) = k − 2

k + 1 .

▸ Για k = 1, η ορίζουσα του πίνακα Α είναι



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΓΡΑΜΜΙΚ�Α ΣΥΣΤ�ΗΜΑΤΑ 67

∣A∣ = 0
όπως και όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του επαυξηµένου

Επίσης, µια 2× 2 υποορίζουσα του πίνακα Α που προκύπτει διαγράφοντας την πρώτη γραµµή και

την πρώτη στήλη RRRRRRRRRRR
1 1

3 1

RRRRRRRRRRR = −2 ≠ 0,

οπότε

rank(A) = rank(A∣B) = 2.

Εποµένως, µπορούµε να ϐρούµε τους δυο αγνώστους συναρτήσει του τρίτου, π.χ τους x2, x3 συ-

ναρτήσει του x1 από το σύστηµα της δεύτερης και τρίτης εξίσωσης

x2 + x3 = −x1
3x2 + x3 = 1 − 3x1

Αφαιρώντας κατά µέλη τις δυο εξισώσεις προκύπτει

−2x2 = 2x1 − 1 ⇔ x2 = 1

2
− x1

και αντικαθιστώντας το x2 στην πρώτη εξίσωση ϐρίσκουµε

x3 = −1
2

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x1 = λ)

(x1, x2, x3) = (λ, 1
2
− λ,−1

2
)

▸ Για k = −1, ∣A∣ = 0 και όλες οι 3 × 3 ορίζουσες του επαυξηµένου είναι διάφορες του µηδενός

(rank(A) ≠ rank(A∣B)), οπότε το σύστηµα δεν έχει λύση.

Τελικά, το σύστηµα έχει λύσεις για k ≠ −1.

`Ασκηση 3.7 Να λυθούν τα συστήµατα

a) x + 2y + 3z −w = 1

3x + 2y + z −w = 1

2x + 3y + z +w = 1

2x + 2y + 2z −w = 1

5x + 5y + 2z = 2

β) a − 3β + 2γ = 0

2a − 3β + 2γ = 0

β − γ + δ = 0

a − β + 2δ = 0

a − γ + 3δ = 0−a + β − 2δ = 0

γ) 2x − y + z −w = 1
x − z +w = 2
5x − 2y + z −w = 4
x − y + 2z − 2w = −1

δ) 2x1 − x2 + x3 − x4 = 0
x1 − x3 + x4 = 0
x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 0

Λύση
α) Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή

AX = B

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3 −1
3 2 1 −1
2 3 1 1

2 2 2 −1
5 5 2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

1

1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι 4×4 ορίζουσες του πίνακα Α και του επαυξηµένου (A∣B) είναι µηδέν και µια 3×3 υποορίζουσα

είναι
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RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 2 3

3 2 1

2 3 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 12 ≠ 0,

οπότε

rank(A) = rank(A∣B) = 3.

Μπορούµε να ϐρούµε τα x, y, z συναρτήσει του w από το σύστηµα της πρώτης, δεύτερης και τρίτης

γραµµής (που αντιστοιχεί η παραπάνω µη µηδενική ορίζουσα)

x + 2y + 3z = 1 +w
3x + 2y + z = 1 +w
2x + 3y + z = 1 −w

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση επί −3 και προσθέτοντας στη δεύτερη προκύπτει

2y + 4z = 1 +w
Επιπλέον πολλαπλασιάζοντας την πρώτη επί −2 και προσθέτοντας στην τρίτη εξίσωση, προκύπτει

y + 5z = 1 + 3w
΄Ετσι, προκύπτει το σύστηµα

2y + 4z = 1 +w
y + 5z = 1 + 3w

Πολλαπλασιάζοντας τη δεύτερη εξίσωση επί −2 και προσθέτοντας στην πρώτη εξίσωση έχουµε

z = 1

6
+ 5

6
w.

Αντικαθιστώντας στην δεύτερη εξίσωση το z έχουµε

y = 1

6
− 7

6
w

και, αντικαθιστώντας τα z και y στην (i)
x = 1

6
+ 5

6
w

οπότε, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας w = k)

(x, y, z,w) = (7
6
+ 17

6
k,

1

6
− 7

6
k,

1

6
+ 5

6
k, k).

ϐ) Ο πίνακας Α του συστήµατος αυτού είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −3 2 0

2 −3 2 0

0 1 −1 1

1 −1 0 2

1 0 −1 3−1 1 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Ολες οι 4 × 4 ορίζουσες του πίνακα αυτού είναι µηδέν και η 3 × 3 ορίζουσα που προκύπτει από τις

γραµµές 2,3,4 και τις στήλες 1,2,3 είναι

∣A′∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
2 −3 2

0 1 −1
1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= −1

οπότε

rankA = 3.

`Ετσι, ϐρίσκουµε τους 3 αγνωστους, a,β, γ, συναρτήσει του δ από τις εξισώσεις 2,3,4.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΓΡΑΜΜΙΚ�Α ΣΥΣΤ�ΗΜΑΤΑ 69

∣A′a∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

0 −3 2−δ 1 −1−2δ −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

∣A′β ∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
2 0 2

0 −δ −1
1 −2δ 0

RRRRRRRRRRRRRR
= −2δ

∣A′γ ∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
2 −3 0

0 1 −δ
1 −1 −2δ

RRRRRRRRRRRRRR
= −3δ

οπότε

a = ∣A′a∣∣A′∣ = 0
β = ∣A′β ∣∣A′∣ = −2δ−1 = 2δ
γ = ∣A′γ ∣∣A′∣ = −3δ−1 = 3δ

γ) Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή

AX = B

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1 −1
1 0 −1 1

5 −2 1 −1
1 −1 2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

4

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Ολες οι 4 × 4 και 3 × 3 υποορίζουσες του πίνακα Α και του επαυξηµένου (A∣B) είναι µηδενικές.

΄Οµως, υπάρχει 2 × 2 µη µηδενική υποορίζουσα του Α, η

∣ 2 −1
1 0

∣ = 1 ≠ 0
οπότε

rank(A) = rank(A∣B)
Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.12 το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, οι οποίες προκύπτουν

λύνοντας τις δύο πρώτες εξισώσεις ως προς x1, x2.

2x1 − x2 = −x3 + x4 + 1
x1 = x3 − x4 + 2

Αντικαθιστώντας το x1 στην πρώτη εξίσωση προκύπτει

x2 = 3x3 − 3x4 + 3,

οπότε οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x3 = k και x4 =m)

(x1, x2, x3, x4) = (k −m + 2,3k − 3m + 3, k,m), k,m ∈ R
δ) Το σύστηµα αυτό γράφεται

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1 −1
1 0 −1 1

1 −1 2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Ολες οι 3 × 3 ορίζουσες του Α είναι µηδέν και µια 2 × 2 υποορίζουσαRRRRRRRRRRR

2 −1
1 0

RRRRRRRRRRR = 1 ≠ 0
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οπότε

rank(A) = 2 = rank(A∣B)
(το σύστηµα είναι οµογενές, οπότε έχει λύση)

Εποµένως, µπορούµε να ϐρούµε τα x1, x2 συναρτήσει των x2, x3 από το σύστηµα των δύο

πρώτων εξισώσεων

2x1 − x2 = x4 − x3
x1 = x3 − x4

αντικαθιστώντας το x1 στην πρώτη εξίσωση προκύπτει

x2 = 3x3 − 3x4
οπότε, οι λύσεις του συστήµατος είναι (ϑέτοντας x3 = k, x4 =m)

(x1, x2, x3, x4) = (k −m,3k − 3m,k,m), k,m ∈ R
`Ασκηση 3.9 Εφαρµόζοντας τους νόµους του Kirchoff προκύπτει ότι για τα ϱεύµατα I1, I2, I3
των ϐρόγχων του κυκλώµατος του σχήµατος ισχύει (µέθοδος ϐρόγχων)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R1 +R2 +R3 −R3 0−R3 R3 +R4 +R5 −R5

0 −R5 R5 +R6 +R7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

E1 +E2−E2 −E3

E3 −E4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Να υπολογιστούν τα I1, I2, I3 αν

R1 = R2 = R3 = R4 = R5 = R6 = R7 = 1KΩ

και E1 = E2 = E3 = E4 = 10V .

R
2

R
1

R
3I

1 I
2 I

3

R
5 R

7

R
4 R

6

+ - + - + - + -

E
3

E
4

E
2

E
1

Λύση
Για τις τιµές αυτές από την δοσµένη σχέση προκύπτει το σύστηµα σε µορφή πινάκων

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 −1 0−1 3 −1
0 −1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

20−20
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο αντίστροφος του πίνακα του συστήµατος αυτού ϐρίσκεται µε τον τρόπο της παρατ. 3.9 να είναι

A−1 = 1

21

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
8 3 1

3 9 3

1 3 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε η µοναδική λύση του συστήµατος αυτού είναι
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20−20
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

21

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
8 3 1

3 9 3

1 3 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

20−20
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

21

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
100−120−40

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε οι Ϲητούµενες τιµές των ϱευµάτων είναι

I1 = 4,76mA, I2 = −5,71mA, I3 = −1,90mA

(όταν σε µια σχέση σε ένα κύκλωµα η µονάδα αντίστασης είναι KΩ και της τάσης V , τότε η µονάδα

έντασης ϱεύµατος είναι mA).

`Ασκηση 3.10 Να ϐρεθούν τα a,β, γ ώστε το σύστηµα

ax1 + βx2 + γx3 = 0
ax1 + 2x2 − γx3 = 1
3x1 − βx2 + γx3 = 3

να έχει τη λύση (x1, x2, x3) = (1,−1,1).
ϐ) Να εξεταστεί αν για τις τιµές αυτές των a,β, γ το σύστηµα έχει και άλλες λύσεις.

Λύση
α) Για να έχει το σύστηµα τη λύση (x1, x2, x3) = (1,−1,1) πρέπει

a ⋅ 1 + β(−1) + γ ⋅ 1 = 0
a ⋅ 1 + 2(−1) − γ ⋅ 1 = 1
3 ⋅ 1 − β(−1) + γ ⋅ 1 = 3

ή

a − β + γ = 0
a − γ = 3
β + γ ⋅ 1 = 0

Από τη δεύτερη και τρίτη εξίσωση προκύπτει

a = 3 + γ
β = −γ,

οπότε αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση προκύπτει

3 + γ − (−γ) + γ = 0 ⇔ 3γ + 3 = 0 ⇔ γ = −1.

`Ετσι

a = 3 − 1 = 2
β = −(−1) = 1,

οπότε για να έχει το σύστηµα τη λύση πρέπει

a = 2, β = 1 και γ = −1.

ϐ) Για τις τιµές αυτές το σύστηµα γίνεται

2x1 + x2 − x3 = 0
2x1 + 2x2 + x3 = 1
3x1 − x2 − x3 = 3

Η ορίζουσα του πίνακα του συστήµατος αυτού είναι (µε τον τρόπο του Ορισµού 3.11)
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A =
RRRRRRRRRRRRRR
2 1 −1
2 2 1

3 −1 −1
RRRRRRRRRRRRRR
= 11

οπότε η λύση (x1, x2, x3) = (1,−1,1) είναι µοναδική λύση του συστήµατος αυτού.

`Ασκηση 3.13 Να γραφεί το διάνυσµα

u⃗ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4

9

19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων

a⃗ = (1,−2,3), β⃗ = (3,−7,10), γ⃗ = (2,1,9).

Λύση
Αν u⃗ = xa⃗ + yβ⃗ + zγ⃗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4

9

19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= x
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1−2
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ y
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3−7
10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ z
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2

1

9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4

9

19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x−2x
3x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3y−7y
10y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2z

z

9z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x + 3y + 2z−2x − 7y + z
3x + 10y + 9z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή

AX = B
όπου X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4

9

19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 3 2−2 −7 1

3 10 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πινακας του συστήµατος, του οποίου ο αντίστροφος υπολογίζεται µε τον γνωστό τρόπο

A−1 = 1−8
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
73 −7 17

21 3 −5
1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

οπότε η λύση του συστήµατος αυτού είναι

X = A−1 ⋅B = 1

8

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−73 7 −17−21 −3 5−1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4

9

19

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4−2
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

`Αρα x = 4, y = −2 και z = 3,

οπότε

u⃗ = 4a⃗ − 2β⃗ + 3γ⃗.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΓΡΑΜΜΙΚ�Α ΣΥΣΤ�ΗΜΑΤΑ 73

`Ασκηση 3.14 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο ϐρόγχων σε ένα κύκλωµα µε αντιστάσεις

R1 = 2Ω,R2 = 8Ω,R3 = 6Ω,R4 = 6Ω,R5 = 4Ω
και πηγές E1 = 10V , E2 = −10V και E2 = 5V , προκύπτει η εξίσωση πινάκων

RX =V, (i)
όπου X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των άγνωστων ϱευµάτων, V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των τάσεων

των πηγών και

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
R1 +R2 −R2 0−R2 R2 +R3 +R4 −R4

0 −R4 R5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των αντιστάσεων του κυκλώµατος.

Να υπολογιστούν οι τιµές των I1, I2, I3.

Λύση

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10 −8 0−8 20 −6
0 −6 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
R
−1 = 1

184

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
44 32 48

32 40 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

46

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
11 8 12

8 10 15

12 15 34

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= R

−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

46

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
11 8 12

8 10 15

12 15 34

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10−10
5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1,96

1,20

3,04

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 3.15 Να εκφραστεί το διάνυσµα u⃗ = (28,−10,−3) ως γραµµικός συνδυασµός των

διανυσµάτων a⃗ = (2,4,1), β⃗ = (−3,5,0) και γ⃗ = (5,−1,−3).
Λύση

Επειδή det(a⃗, β⃗, γ⃗) =
RRRRRRRRRRRRRR
2 −3 5

4 5 −1
1 0 −3

RRRRRRRRRRRRRR
= −88 ≠ 0

τα διανυσµατα a⃗, β⃗, γ⃗ είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε το διάνυσµα u⃗ µπορεί να γραφεί ως

γραµµικός συνδυασµός τους,

u⃗ = ka⃗ + λβ⃗ + µγ⃗, k, λ,µ ∈ R.

Χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες των διανυσµάτων u⃗, a⃗, β⃗, γ⃗ η σχέση αυτή γίνεται

(28,−10,−3) = k(2,4,1) + λ(−3,5,0) + µ(5,−1,−3)
ή (28,−10,−3) = (2k − 3λ + 5µ,4k + 5λ − µ,k − 3µ).
Η διανυσµατική αυτή ισότητα ισοδυναµεί µε το σύστηµα
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2k − 3λ + 5µ = 28

4k + 5λ − µ = −10
k − 3µ = −3,

από τη λύση του οποίου προκύπτει

k = 3, λ = −4, µ = 2.

Συνεπώς,

u⃗ = 3a⃗ − 4β⃗ + 2γ⃗.

`Ασκηση 3.17 Σε ένα κύκλωµα µε αντιστάσεις R1 = 2Ω,R2 = 8Ω,R3 = 6Ω,R4 = 6Ω,R5 = 4Ω
και πηγές E1 = 40V και E2 = 20V από τους νόµους του Kirchoff προκύπτουν οι σχέσεις

R1I1 +R2(I1 − I2) = E1

R2(I2 − I1) +R3I3 +R4(I2 − I3) = 0
R4(I3 − I2) +R5I3 = −E2

για τις εντάσεις των ϱευµάτων I1, I2, I3 των ϐρόγχων του. Να υπολογιστούν οι τιµές των

I1, I2, I3.

Λύση
Αναδιατάσσοντας τους όρους των παραπάνω εξισώσεων προκύπτει

(R1 +R2)I1 −R2I2 = E1−R2I1 + (R2 +R4)I2 + (R3 −R4)I3 = 0−R4I2 + (R4 +R5)I3 = −E2

οπότε αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές των αντιστάσεων και τάσεων προκύπτει το σύστηµα

10I1 − 8I2 = 40−8I1 + 14I2 = 0−6I2 + 10I3 = −20
Η ορίζουσα του πίνακα του συστήµατος αυτού είναι

A =
RRRRRRRRRRRRRR
10 −8 0−8 14 0

0 −6 10

RRRRRRRRRRRRRR
= 760,

οποτε η λύση του συστήµατος αυτού είναι

I1 = ∣A1∣∣A∣ , I2 = ∣A2∣∣A∣ , I3 = ∣A3∣∣A∣ , (i)
όπου

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

40 −8 0

0 14 0−20 −6 10

RRRRRRRRRRRRRR
= 5600

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
10 40 0−8 0 0

0 −20 10

RRRRRRRRRRRRRR
= 3200

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
10 −8 40−8 14 0

0 −6 −20
RRRRRRRRRRRRRR
= 400
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οπότε οι (i) δίνουν

I1 = ∣A1∣∣A∣ = 5600

760
= 7,37A

I2 = ∣A2∣∣A∣ = 3200

760
= 4,21A

I3 = ∣A3∣∣A∣ = 400

760
= 0,53A

`Ασκηση 3.18 Αν υπάρχουν a,β, γ, x, y, z ∈ R, που δεν είναι όλοι µηδέν, τέτοιοι ώστε

x = γy + βz, y = az + γx και z = βx + ay,

να δειχθεί ότι

a2 + β2 + γ2 + 2aβγ = 1.

Λύση
Το οµογενές αυτό σύστηµα ως προς x, y, z

x − γy − βz = 0

γx − y + az = 0

βx + ay − z = 0

έχει µη µηδενική λύση αν

∣A∣ = 0 (i)
∣A∣ =

RRRRRRRRRRRRRR
1 −γ −β
γ −1 a

β a −1
RRRRRRRRRRRRRR

= ∣ −1 a

a −1 ∣ + γ ∣ γ a

β −1 ∣ − β ∣ γ −1
β a

∣
= 1 − a2 + γ(−γ − aβ) − β(aγ + β)
= 1 − a2 − γ2 − aβγ − aβγ − β2

= 1 − a2 − γ2 − β2 − 2aβγ
`Ετσι, η (i) δίνει

1 − a2 − γ2 − β2 − aβγ = 0 ⇔ a2 + γ2 + β2 + 2aβγ = 1
`Ασκηση 3.19 Να ϐρεθούν οι τιµές της λ για τις οποίες υπάρχει µη µηδενικός πίνακας X

τέτοιος ώστε

AX = λX (i)
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 2 0−1 0 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

και για τις τιµές αυτές να ϐρεθεί ο X.

Λύση
Η (i) γράφεται

AX − λX = 0 ⇔ (A − λI)X = 0, (ii)
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όπου I ο 3 × 3 µοναδιαίος πίνακας.

Η (ii) έχει µη µηδενικές λύσεις αν η ορίζουσα του πίνακα

A − λI =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 2 0−1 0 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− λ
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 − λ 2 0−1 −λ 0

0 0 1 − λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

είναι µηδέν, δηλαδή

ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 − λ 2 0−1 −λ 0

0 0 1 − λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0 (ii)

Το οµογενές αυτό σύστηµα έχει λύσεις εκτός της µηδενικής αν και µόνον αν

det(A − λI) = 0RRRRRRRRRRRRRR
3 − λ 2 0−1 −λ 0

0 0 1 − λ
RRRRRRRRRRRRRR
= 0

ή (1 − λ) ∣ 3 − λ 2−1 −λ ∣ = 0
ή (1 − λ) [−λ(3 − λ) + 2] = 0
ή (1 − λ)(λ2 − 3λ + 2) = 0
ή (1 − λ)(λ − 1)(λ − 2) = 0
ή −(1 − λ)2(λ − 2) = 0.

Εποµένως

λ1 = 1 και λ2 = 2.

Οι αντίστοιχες της λ = 1 λύσεις είναι οι λύσεις του συστήµατος⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 − 1 2 0−1 −1 0

0 0 1 − 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

ή

2x + 2y = 0−x − y = 0

0z = 0

Ο πίνακας του γραµµικού αυτού συστήµατος είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 0−1 −1 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Εύκολα προκύπτει ότι ο ϐαθµός του πίνακα αυτού είναι 1 (rank(A) = 1), οπότε µπορούµε να

ϐρούµε τον ένα άγνωστο συναρτήσει των άλλων δύο.

Από τη δεύτερη εξίσωση προκύπτει ότι

y = −x.

Επίσης είναι ϕανερό ότι και οι τρεις εξισώσεις αληθεύουν για οποιαδήποτε τιµή του z, οπότε η

λύση του συστήµατος είναι

{(x, y, z) = (k,−k,λ), k, λ ∈ R}.
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Οι αντίστοιχες της λ = 2 λύσεις προκύπτουν από το σύστηµα (ϑέτουµε λ = 2 στην (i))
x + 2y = 0−x − 2y = 0−z = 0

Από το σύστηµα αυτό εύκολα προκύπτει ότι

z = 0, και x = 2y,
οπότε οι αντίστοιχες της λ2 = 2 λύσεις είναι

{(x, y, z) = (2k, k,0), k ∈ R}.
`Ασκηση 3.20 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο κόµβων προκύπτει ότι για τα δυναµικά E1,E2,E3

των κόµβων του κυκλώµατος του σχήµατος ισχύει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
G1 +G2 +G3 −G2 −G6−G2 G2 +G3 +G4 −G4−G6 −G4 G4 +G5 +G6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1−I2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Να υπολογιστούν τα E1,E2,E3 αν

G1 = G2 = G3 = 1mS,G4 = G5 = G6 = 2mS και I1 = I2 = 2mA.

Λύση
Για τις τιµές αυτές από τη δοσµένη σχέση προκύπτει το σύστηµα σε µορφή πινάκων

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 −1 −2−1 4 −2−2 −2 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2−2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο αντίστροφος του πίνακα του συστήµατος αυτού ϐρίσκεται µε τον τρόπο της παρατ.3.9 να είναι

A−1 = 1

30

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20 10 10

10 14 8

10 8 11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε η µοναδική λύση του συστήµατος αυτού είναι

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2−2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

E3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

30

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20 10 10

10 14 8

10 8 11

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2−2
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

30

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
20−8
4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε οι Ϲητούµενες τιµές των δυναµικών των κόµβων είναι

E1 = 20

30
= 0,677V, E2 = −8

30
= −0,267V, E3 = 4

30
= 0,133V .

(όταν σε µια σχέση σε ένα κύκλωµα η µονάδα έντασης ϱεύµατος είναι mA και η µονάδα αγωγιµό-

τητας mS, τότε η µονάδα δυναµικού είναι V ).

`Ασκηση 3.21 Να λυθεί για κάθε a ∈ R το σύστηµα

2x1 + 2x2 − x3 = 0−2x1 − (a + 2)x2 + (a + 1)x3 = 0

4x1 + (4 − 3a)x2 + (3a − 2)x3 = 0

a(a + 1)x1 + a2x2 = 0

Λύση
Ο πίνακας του οµογενούς αυτού συστήµατος είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 −1−2 −(a + 2) a + 1
4 4 − 3a 3a − 2

a(a + 1) a2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για να ϐρούµε το ϐαθµό του Α υπολογίζουµε τις ορίζουσες των τεσσάρων 3 × 3 υποπινάκων του µε

το γνωστό τρόπο

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

2 2 −1−2 −(a + 2) a + 1
4 4 − 3a 3a − 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

2 2 −1−2 −(a + 2) a + 1
a(a + 1) a2 0

RRRRRRRRRRRRRR
= a2 − a3

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

2 2 −1
4 4 − 3a 3a − 2

a(a + 1) a2 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 3a2 − 3a3

∣A4∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
−2 −(a + 2) a + 1
4 4 − 3a 3a − 2

a(a + 1) a2 0

RRRRRRRRRRRRRR
= −5a2 + 5a3

Παρατηρούµε ότι οι ∣A1∣, ∣A2∣, ∣A3∣, ∣A4∣ γίνονται ταυτόχρονα µηδέν αν

a = 1 ή a = 0.

Εποµένως :

▸ Για a ∈ R − {0,1}, τουλάχιστον µια από ιις ∣A1∣, ∣A2∣, ∣A3∣, ∣A4∣ δεν είναι µηδέν, οπότε

rank(A) = 3.

`Αρα, στην περίπτωση αυτή το οµογενές αυτό σύστηµα έχει µόνον τη µηδενική λύση

x1 = x2 = x3 = 0.

▸ Για a = 0, ο Α γίνεται
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A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 −1−2 −2 1

4 4 −2
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ολες οι 2 × 2 ορίζουσες του πίνακα αυτού είναι µηδέν, οπότε

rank(A) = 1,

οπότε µπορούµε να ϐρούµε τον ένα άγνωστο συναρτήσει των άλλων δύο.

Από την πρώτη εξίσωση προκύπτει ότι

x3 = 2x1 + 2x2,
οπότε η λύση του συστήµατος για a = 0 είναι (x1 = k,x2 =m)

(x1, x2, x3) = (k,m,2k + 2m), k,m ∈ R.

▸ Για a = 1, ο Α γίνεται

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 2 −1−2 −3 2

4 1 1

2 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Η ορίζουσα του 2 × 2 υποπίνακα των δύο πρώτων γραµµών και στηλών του Α είναι

∣ 2 2−2 −3 ∣ = −2 ≠ 0,

οπότε rank(A) = 2.

΄Αρα, µπορούµε να ϐρούµε τους δύο άγνωστους x1, x2 συναρτήσει του x3.

Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο πρώτες εξισώσεις προκύπτει

−x2 + x3 = 0 ή x2 = x3
και από την πρώτη

2x1 = −2x2 + x3 = −2x3 + x3 = −x3 ⇔ x1 = −x3
2

.

Εποµένως, η λύση του συστήµατος για a = 1 είναι (x3 = k)

(x1, x2, x3) = (−k
2
, k, k) , k ∈ R.

`Ασκηση 3.22 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο ϐρόχων για το κύκλωµα του σχήµατος µε αντι-

στάσεις R1 = 2Ω,R2 = 8Ω,R3 = 6Ω,R4 = 6Ω,R5 = 4Ω και πηγές E1 = 40V και E2 = 20V ,

προκύπτει η εξίσωση πινάκων

RX =V, (i)
όπου

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των ϱευµάτων των ϐρόχων και των τάσεων των πηγών και

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
R1 +R2 −R2 0−R2 R2 +R3 +R4 −R4

0 −R4 R4 +R5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των αντιστάσεων.

Να υπολογιστούν οι τιµές των I1, I2, I3.

Λύση
Αντικαθιστώντας τις τιµές των αντιστάσεων στον R προκύπτει
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R
1

R
2I

1 I
2 I

3

R
4

R
3 R

5

+-

E
2

+ -

E
1

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10 −8 0−8 20 −6
0 −6 10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Η ορίζουσα του πίνακα R υπολογίζεται (µε τον τρόπο της παρατ. 3.3)

∣A∣ = 1000,

οπότε ο R είναι αντιστρέψιµος.

Πολλαπλασιάζοντας την (i) από αριστερά επί τον R
−1 προκύπτει

R
−1
RX =R−1V ⇔ X =R−1V. (ii)

Βρίσκουµε τον R
−1 µε τον τρόπο της παρατ. 3.9:

Οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων του R είναι

∣R11∣ = ∣ 20 −6−6 10
∣ = 164 ∣R12∣ = ∣ −8 6

0 10
∣ = −80 ∣R13∣ = ∣ −8 20

0 −6 ∣ = 48

∣R21∣ = ∣ −8 0−6 10
∣ = −80 ∣R22∣ = ∣ 10 0

0 10
∣ = 100 ∣R23∣ = ∣ 10 −8

0 −6 ∣ = −60

∣R31∣ = ∣ −8 0

20 −6 ∣ = 48 ∣R32∣ = ∣ 10 0−8 −6 ∣ = −60 ∣R33∣ = ∣ 10 −8−8 20
∣ = 136

οπότε ο συµπληρωµατικός του R είναι

adj(R) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 −R21 R31−R12 R22 −R32

R13 −R23 R33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 80 48

80 100 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε ο αντίστροφος του R είναι (∣A∣ = 1000)

R
−1 = 1∣A∣adj(A) = 1

1000

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 80 48

80 100 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι η (ii) δίνει

X = 1

1000

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 80 48

80 100 60

48 60 136

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
40

20

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

1000

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
164 ⋅ 40 + 80 ⋅ 20
80 ⋅ 40 + 100 ⋅ 20
48 ⋅ 40 + 60 ⋅ 20

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
8,16

5,2

3,12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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οπότε

I1 = 8,16A, I2 = 5,2A, I3 = 3,12A.

`Ασκηση 3.23 Να λυθεί το σύστηµα

x1 + x2 − x3 = 1

2x1 + 3x2 + kx3 = 3

x1 + kx2 + 3x3 = 2

Λύση
Η ορίζουσα του πίνακα Α του συστήµατος αυτού είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
2 3 k

1 k 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 3 k

k 3
∣ − 1 ∣ 2 k

1 3
∣ − ∣ 2 3

1 k
∣

= 9 − k2 − (6 − k) − (2k − 3) = −k2 − k + 6
= −(k + 3)(k − 2)

οπότε

∣A∣ = 0 ⇔ −(k + 3)(k − 2) = 0 ⇔ k = −3 ή k = 2.

`Αρα,

▸ Για k ≠ −3 και k ≠ 2 το σύστηµα αυτό έχει τη µοναδική λύση

x1 = ∣A1∣∣A∣ , x2 = ∣A2∣∣A∣ , x3 = ∣A3∣∣A∣ , (i)
όπου

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
3 3 k

2 k 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −k2 − k + 6 = −(k + 3)(k − 2)

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
2 3 k

1 2 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 − k

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 1

2 3 3

1 k 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 − k

΄Ετσι, οι (i) δίνουν

x1 = −(k + 3)(k − 2)−(k + 3)(k − 2) = 1
x2 = 2 − k−(k + 3)(k − 2) = 1

k + 3
x3 = 2 − k−(k + 3)(k − 2) = 1

k + 3
▸ Για k = −3, ∣A∣ = 0 και
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∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
3 3 −3
2 −3 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −(−3 + 3)(−3 − 2)

= 0

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
2 3 −3
1 2 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 − (−3) = 5

≠ 0,

οπότε το σύστηµα στην περίπτωση αυτή είναι αδύνατον.

▸ Για k = 2, ∣A∣ = 0 και

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
3 3 2

2 2 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −(2 + 3)(2 − 2)

= 0

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
2 3 2

1 2 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 − 2

= 0

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 1

2 3 3

1 2 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 − 2

= 0,

οπότε στην περίπτωση αυτή το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.

Επειδή ∣A∣ = 0 και υπάρχει µη µηδενική 2×2 υποορίζουσα του Α, (π.χ πρώτη-δεύτερη γραµµή και

πρώτη-δεύτερη στήλη) η

∣A′∣ = ∣ 1 1

2 3
∣ = 1,

rankA = rank(A∣B) = 2
και µπορούµε να ϐρούµε τους αγνώστους x1 και x2 συναρτήσει του x3 από το σύστηµα

x1 + x2 = 1 + x3
2x1 + 3x2 = 3 − 2x3

το οποίο λύνουµε µε τον κανόνα Cramer

x1 = ∣A′1∣∣A∣ , x2 = ∣A′2∣∣A∣ ,
όπου A = [ 1 1

2 3
] οπότε det(A) = 1.

`Ετσι,

∣A′
1
∣ = ∣ 1 + x3 1

3 − 2x3 3
∣ = 3(1 + x3) − (3 − 2x3)

= 5x3

∣A′
2
∣ = ∣ 1 1 + x3

2 3 − 2x3 ∣ = 3 − 2x3 − 2(1 + x3)= 1 − 4x3
Εποµένως, στην περίπτωση αυτή η λύση του συστήµατος είναι (x3 = k)

(x1, x2, x3) = (5k,1 − 4k, k), k ∈ R.
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`Ασκηση 3.23 Να λυθεί το σύστηµα

x1 + x2 − x3 = 1

2x1 + 3x2 + kx3 = 3

x1 + kx2 + 3x3 = 2

Λύση
Το σύστηµα γράφεται στη µορφή

AX = B,

όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1
2 3 k

1 k 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

3

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
η ορίζουσα του πίνακα Α είναιRRRRRRRRRRRRRR

1 1 −1
2 3 k

1 k 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −k2 − k + 6 = (2 − k)(k + 3)

▸ Για k ≠ 2 και k ≠ −3 το σύστηµα έχει µοναδική λύση (rankA = rank(A∣B) = 3), την

x1 = ∣A1∣∣A∣ , x2 = ∣A2∣∣A∣ , x3 = ∣A3∣∣A∣ ,
όπου

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
3 3 k

2 k 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −k2 − k + 6 = (2 − k)(k + 3)

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
2 3 k

1 2 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 − k

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 1

2 3 3

1 k 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 − k,

οπότε

x1 = (2 − k)(k + 3)(2 − k)(k + 3) = 1
x2 = 2 − k(2 − k)(3 + k) = 1

3 + k
x3 = (2 − k)(2 − k)(3 + k) = 1

3 + k
▸ Για k = 2 η ορίζουσα του πίνακα Α είναι

∣A∣ = 0.

Επίσης, και όλες οι 3 × 3 ορίζουσες του επαυξηµένου πίνακα είναι µηδέν.

Επιπλέον, υπάρχει µια 2 × 2 υποορίζουσα του πίνακα Α η οποία είναι µη µηδενική, ηRRRRRRRRRRR
1 1

2 3

RRRRRRRRRRR = 1 ≠ 0
οπότε

rank(A) = 2
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όµοια rank(A∣B) = 2
Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13 το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.

Λύνοντας το σύστηµα των δύο πρώτων εξισώσεων ως προς x1, x2 συναρτήσει του x3 προκύπτει

x1 + x2 = 1 + x3
2x1 + 3x2 = 3 − 2x3

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση µε -2 και προσθέτοντας στη δεύτερη προκύπτει

x2 = 1
και αντικαθιστώντας στην πρώτη

x1 = x3
οπότε, οι λύσεις της εξίσωσης (ϑέτοντας x3 = λ) είναι

(x1, x2, x3) = (λ,1, λ), λ ∈ R
▸ Για k = −3 η ορίζουσα του πίνακα Α είναι

∣A∣ = 0
και υπάρχει 3 × 3 ορίζουσα του επαυξηµένου η οποία δεν είναι µηδέν, ηRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1

2 3 3

1 −3 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 5 ≠ 0,

οπότε το σύστηµα είναι αδύνατο (rank(A) ≠ rank(A∣B)).
`Ασκηση 3.24 Να ϐρεθεί η εξίσωση του κύκλου

x2 + y2 +Ax +By + Γ = 0 (i)
που διέρχεται από τα σηµεία (2,0), (1,1) και (3,1).

Λύση
Επειδή ο κύκλος διέρχεται από τα σηµεία (2,0), (1,1) και (3,1), η (i) αληθεύει για τις συντεταγ-

µένες τους, οπότε

2A + Γ = −4
A +B + Γ = −2
3A +B + Γ = −10

Ο πίνακας του συστήµατος αυτού είναι

M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 0 1

1 1 1

3 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και η ορίζουσά του ∣M ∣ = −2 ≠ 0 ,

οπότε το σύστηµα έχει τη µοναδική λύση

A = ∣M1∣∣M ∣ , B = ∣M2∣∣M ∣ , Γ = ∣M3∣∣M ∣ , (ii)
όπου

∣M1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
−4 0 1−2 1 1−10 1 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 8, ∣M2∣ =

RRRRRRRRRRRRRR
2 −4 1

1 −2 1

3 −10 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 4, ∣M3∣ =

RRRRRRRRRRRRRR
2 0 −4
1 1 −2
3 1 −10

RRRRRRRRRRRRRR
= −8,

οπότε η (ii) δίνει A = −4, B = −2 και Γ = 4 .

`Αρα η εξίσωση του κύκλου είναι

x2 + y2 − 4x − 2y + 4 = 0.
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`Ασκηση 3.25 Για ένα κύκλωµα που περιέχει δύο αντιστάσεις R1 = 10Ω και R2 = 5Ω, δύο

πηνία µε αυτεπαγωγές L = 2 ⋅10−4H, πυκνωτή χωρητικότητας C = 10−6F και τις αρµονικές

πηγές

v1 = 4cosωt (V ) και v2 = 3cos (ωt + π

4
) (V ) όπου ω = 105 r

s
,

από τη µέθοδο ϐρόχων προκύπτει για τα αντίστοιχα µιγαδικά µεγέθη η εξίσωση

ZX =V, (i)
όπου X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Ĩ1
Ĩ2
Ĩ3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ṽ1
0

ṽ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4eiωt

0

3ei(ωt+
π

4
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οι πίνακες των µιγαδικών ϱευµάτων ϐρόχων και τάσεων πηγών και

Z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R1 + iLω −iLω 0

−iLω iLω − i

Cω
+R2 −R2

0 −R2 R2 + iLω

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των σύνθετων µιγαδικών αντιστάσεων.

Να ϐρεθούν τα µιγαδικά ϱεύµατα Ĩ1, Ĩ2 και Ĩ3 και στη συνέχεια ϱεύµατα I1, I2 και I3 που

διαρρέουν τους ϐρόγχους του κυκλώµατος.

Λύση
Αντικαθιστώντας τις τιµές των αντιστάσεων στον R προκύπτει

Z =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
10 + i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 −i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 0

−i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105 − i

10−6 ⋅ 105 + 5 −5
0 −5 5 + i2 ⋅ 10−4 ⋅ 105

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
10 + 20i −20i 0−20i 20i − 10i + 5 −5

0 −5 5 + 20i
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
10 + 20i −20i 0−20i 5 + 10i −5

0 −5 5 + 20i
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Από την (i) προκύπτει ότι

X = Z
−1
V =
RRRRRRRRRRRRRR

0.036 + 0.017i 0.045 + 0.048i 0.014 − 0.008i
0.045 + 0.048i 0.069 + 0.026i 0.01 − 0.015i
0.014 − 0.0076i 0.01 − 0.015i 0.009 − 0.05i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4 (cosωt + i sinωt)

0

3 (cosωt + i sinωt)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,19cos ωt − 0,08 sinωt + i (0,08cos ωt + 0,19 sinωt)
0,17cosωt − 0,121 sinωt + i (0,121cos ωt + 0,17 sinωt)
0,18cos ωt + 0,114 sinωt + i (−0,114cos ωt + 0,18 sinωt)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε τα ϱεύµατα των ϐρόγχων είναι

I1 = Re(Ĩ1) = 0,19cos ωt − 0,08 sinωt
I2 = Re(Ĩ1) = 0,17cos ωt − 0,121 sinωt
I1 = Re(Ĩ1) = 0,18cos ωt + 0,114 sinωt
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`Ασκηση 3.26 Να λυθεί για κάθε λ ∈ R το σύστηµα

λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

Λύση
Το σύστηµα αυτό γράφεται στη µορφή

AX = B,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ 1 1

1 λ 1

1 1 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

λ

λ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Η ορίζουσα του Α είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
λ 1 1

1 λ 1

1 1 λ

RRRRRRRRRRRRRR
= λ ∣ λ 1

1 λ
∣ − 1 ∣ 1 1

1 λ
∣ + 1 ∣ 1 λ

1 1
∣

= λ(λ2 − 1) − (λ − 1) + 1 − λ = (λ − 1) [λ(λ + 1) − 2]
= (λ − 1)(λ2 + λ − 2) = (λ − 1)2(λ + 2)

οπότε ∣A∣ = 0 ⇔ λ = 1 ή λ = −2.

Εποµένως :

▸ Για κάθε λ ∈ R − {−2,1}, ∣A∣ ≠ 0, οπότε το σύστηµα έχει τη µοναδική λύση

x1 = ∣A1∣∣A∣ , x2 = ∣A2∣∣A∣ , x3 = ∣A3∣∣A∣ , (1)

όπου (µετά από λίγες πράξεις)

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 1 1

λ λ 1

λ2 1 λ

RRRRRRRRRRRRRR
= −(λ − 1)2(λ + 1) ∣A2∣ =

RRRRRRRRRRRRRR
λ 1 1

1 λ 1

1 λ2 λ

RRRRRRRRRRRRRR
= (λ − 1)2

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
λ 1 1

1 λ λ

1 1 λ2

RRRRRRRRRRRRRR
= (λ − 1)2(λ + 1)2

Εποµένως, στην περίπτωση αυτή η µοναδική λύση του συστήµατος είναι

x1 = ∣A1∣∣A∣ = −(λ − 1)
2(λ + 1)(λ − 1)2(λ + 2) = −λ + 1λ + 2

x2 = ∣A2∣∣A∣ = (λ − 1)2(λ − 1)2(λ + 2) = 1

λ + 2
x3 = ∣A3∣∣A∣ = (λ − 1)

2(λ + 1)2(λ − 1)2(λ + 2) = (λ + 1)
2

λ + 2
▸ Για λ = 1, ο πίνακας του συστήµατος και ο επαυξηµένος του είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A∣B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

οπότε (όλες οι 3 × 3 και 2 × 2 ορίζουσές τους είναι µηδέν)

rankA = rank(A∣B) = 1.
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Ετσι, στην περίπτωση αυτή (λ = 1) µπορούµε να ϐρούµε τον ένα άγνωστο, π.χ τον x3, συναρτήσει

των άλλων δύο. Από µια από τις εξισώσεις του συστήµατος προκύπτει

x3 = 1 − x1 − x2,
οπότε η λύση του συστήµατος στην περίπτωση αυτή είναι (x1 = k,x2 =m)

(x1, x2, x3) = (k,m,1 − k −m), k,m ∈ R.

● Για λ = −2, ο πίνακας του συστήµατος είναι A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1 1

1 −2 1

1 1 −2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

και αντικαθιστώντας την πρώτη στήλη του µε τους σταθερούς όρους προκύπτει η ορίζουσα

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 1 1−2 −2 1

4 1 −2
RRRRRRRRRRRRRR
= 9 ≠ 0.

Εποµένως, στην περίπτωση αυτή (λ = −2) το σύστηµα δεν έχει λύσεις.

`Ασκηση 3.27 Να ϐρεθούν οι τιµές του k για τις οποίες τα παρακάτω συστήµατα έχουν

άπειρες λύσεις.

i) x1 + 2x2 + 3x3 = 0
4x1 + (k + 3)x2 + 6x3 = 0
5x1 + 4x2 + (k + 1)x3 = 0

ii) kx1 + x2 − x3 = 1
kx1 + x2 + kx3 = k − 1
3x1 + 3x2 + kx3 = 1

Για τις τιµές αυτές να ϐρεθούν οι λύσεις του συστήµατος.

Λύση
i) Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.15, για να έχει το οµογενές σύστηµα αυτό άπειρες λύσεις πρέπει

∣A∣ = 0,
όπου

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 2 3

4 k + 3 6

5 4 k + 1
RRRRRRRRRRRRRR
= k2 − 19k + 34

οπότε

∣A∣ = 0 ⇔ k2 − 19k + 34k = 0 ⇔ k = 2 ή k = 17
Για k = 2 το σύστηµα γίνεται

x1 + 2x2 + 3x3 = 0

4x1 + 5x2 + 6x3 = 0

5x1 + 4x2 + 3x3 = 0

από το οποίο προκύπτει

x1 = 3x3 και x2 = −2x3,
οπότε οι λύσεις του συστήµατος στην περίπτωση αυτή είναι (k = x3)

(x1, x2, x3 = (−8k,−2k, k) = k(1,−2,1), k ∈ R
= span(1,−2,1)

Για k = 17 το σύστηµα γίνεται

x1 + 2x2 + 3x3 = 0

4x1 + 20x2 + 6x3 = 0

5x1 + 4x2 + 18x3 = 0
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από το οποίο προκύπτει

x1 = −8x2 και x3 = 2x2
οπότε οι λύσεις του συστήµατος στην περίπτωση αυτή είναι (k = x2)

(x1, x2, x3 = (−8k, k,2k) = k(−8,1,2), k ∈ R
= span(−8,1,2)

ii) Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.14, για να έχει το σύστηµα άπειρες λύσεις πρέπει

∣A∣ = 0 και (∣A1∣ = 0, ∣A2∣ = 0 και ∣A3∣ = 0)
οπότε

∣A∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
k 1 −1
k 1 k

3 3 k

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ k ∣ 1 k

3 k
∣ − 1 ∣ k k

3 k
∣ − 1 ∣ k 1

3 3
∣ = 0

3 − 3k2 = 0 ⇔ 3(1 − k)(1 + k) = 0 ⇔ k = 1 ή k = −1
▸ Για k = 1

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
0 1 1

1 3 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 0, ∣A2∣ =

RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
1 0 1

3 1 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 0, ∣A1∣ =

RRRRRRRRRRRRRR
1 1 1

1 1 0

3 3 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.14 το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις για k = 1.
▸ Για k = −1

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 1 −1−2 1 −1
1 3 −1

RRRRRRRRRRRRRR
= 6 ≠ 0

οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.14 το σύστηµα είναι αδύνατο.

Για k = 1 το σύστηµα γράφεται

x1 + x2 − x3 = 1

x1 + x2 + x3 = 0

3x1 + 3x2 + x3 = 1

από το οποίο προκύπτει

x1 = 1

2
− x2 και x3 = −1

2

΄Αρα το σύστηµα για k = 1 έχει λύσεις (x2 = l)
(x1, x2, x3) = (1

2
− l, l,−1

2
) , l ∈ R.

`Ασκηση 3.28 Αν

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a 1 0

0 a 1

0 0 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Να δειχθεί ότι

(A − aI3)3 = 0, για κάθε a ∈ R,

όπου I3 ο 3 × 3 µοναδιαίος πίνακας.

ϐ) Αν a ≠ 0, να δειχθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο A−1.

Λύση

α) B = A − aI3 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a 1 0

0 a 1

0 0 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
− a
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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οπότε

B2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και

B3 = B2B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0.

ϐ) Ο πίνακας Α είναι άνω τριγωνικός, οπότε, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.1, η ορίζουσά του είναι

το γινόµενο των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου του

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
a 1 0

0 a 1

0 0 a

RRRRRRRRRRRRRR
= a ⋅ a ⋅ a = a3.

`Αρα, αν a ≠ 0, ∣A∣ ≠ 0, οπότε ο A είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι

A−1 = 1∣A∣adj(A). (i)
Οι ορίζουσες των 2 × 2 υποπινάκων του Α είναι

∣A11∣ = ∣ a 1

0 a
∣ = a2 ∣A12∣ = ∣ 0 1

0 a
∣ = 0 ∣A13∣ = ∣ 0 a

0 0
∣ = 0

∣A21∣ = ∣ 1 0

0 a
∣ = a ∣A22∣ = ∣ a 0

0 a
∣ = a2 ∣A23∣ = ∣ a 1

0 0
∣ = 0

∣A31∣ = ∣ 1 0

a 1
∣ = 1 ∣A32∣ = ∣ a 0

0 1
∣ = a ∣A33∣ = ∣ a 1

0 a
∣ = a2

οπότε ο συµπληρωµατικός του Α είναι

adj(A) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A11 −A21 A31−A12 A22 −A32

A13 −A23 A33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a2 −a 1

0 a2 −a
0 0 a2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι, η (i) δίνει

A−1 = 1∣A∣adj(A) = 1

a3

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a2 −a 1

0 a2 −a
0 0 a2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

a
− 1

a2
1

a3

0
1

a
− 1

a2

0 0
1

a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 3.29 Να λυθεί η εξίσωσηRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1 1

1 1 − x 1 1

1 1 1 − x 1

1 1 1 1 − x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 (i)

Λύση
Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή επί −1 και προσθέτοντας στη δεύτερη, η (i) γίνεταιRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1 1

0 −x 0 0

1 1 1 − x 1

1 1 1 1 − x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 (ii)
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Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή επί −1 και προσθέτοντας στην τρίτη η (ii) γίνεταιRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1 1

0 −x 0 0

0 0 −x 0

1 1 1 1 − x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 (iii)

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή επί −1 και προσθέτοντας στην τέταρτη η (iii) γίνεταιRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1 1

0 −x 0 0

0 0 −x 0

0 0 0 −x

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0

Επειδή η ορίζουσα αυτή είναι άνω τριγωνική, είναι ίση µε το γινόµενο των στοιχείων της κυρίας

διαγωνίου της (Πρόταση 3.1), οπότε η εξίσωση αυτή είναι ισοδύναµη µε την

1(−x)3 = 0 ⇔ x = 0.

`Ασκηση 3.30 Να ϐρεθεί ο πίνακας X αν

A−1XA = B, (i)
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2

2 −1 3

4 1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 −1
1 −1 0

1 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Λύση
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (i) επί A−1 από δεξιά και επί A από αριστερά προκύπτει

(λόγω της προσεταιριστικής ιδιότητας, (3.11))
A (A−1XA)A−1 = ABA−1 ⇔ (AA−1)X (AA−1) = ABA−1

⇔ IXI = ABA−1

οπότε

X = ABA−1. (i)

Στο Παράδειγµα 3.48 δείξαµε ότι

A−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

οπότε η (i) δίνει

X = ABA−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2

2 −1 3

4 1 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 −1
1 −1 0

1 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 0 −3
2 1 −5
9 −1 −12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−11 2 2−4 0 1

6 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−40 7 7−56 9 10−167 30 29

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 3.31 Να λυθούν τα γραµµικά συστήµατα

a) λx1 + x2 = 1
x1 + λx2 = 1
x1 + x2 = 1 β) x1 + kx2 + 2x3 = 0

kx1 − 3x2 + (k + 1)x3 = 0−x1 + 2x2 + kx3 = 0

γ) x1 − 2x2 + x3 + x4 = 1

x1 − 2x2 + x3 − x4 = −1
x1 − 2x2 + x3 + 5x4 = λ

Λύση
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α) Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ 1 ⋮ 1

1 λ ⋮ 1

1 1 ⋮ 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Αντιµεταθέτοντας την τρίτη γραµµή µε την πρώτη προκύπτει⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 ⋮ 1

1 λ ⋮ 1

λ 1 ⋮ 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Το πρώτο στοιχείο της πρώτης στήλης είναι 1, οπότε στη συνέχεια µηδενίζουµε τα άλλα στοιχεία της

πρώτης στήλης. Για το µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της δεύτερης γραµµής προσθέτουµε

στη δεύτερη γραµµή την πρώτη επί −1, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 ⋮ 1

0 λ − 1 ⋮ 0

λ 1 ⋮ 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της τρίτης γραµµής, προσθέτουµε στην τρίτη γραµµή

την πρώτη επί −λ, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 ⋮ 1

0 λ − 1 ⋮ 0

0 1 − λ ⋮ 1 − λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

▸ Για 1 − λ ≠ 0 ⇔ λ ≠ 1, διαιρώντας τη δεύτερη γραµµή δια λ − 1, προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 ⋮ 1

0 1 ⋮ 0

0 1 − λ ⋮ 1 − λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της πρώτης γραµµής, προσθέτουµε στην πρώτη γραµ-

µή τη δεύτερη επί −1, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 ⋮ 1

0 1 ⋮ 0

0 1 − λ ⋮ 1 − λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της τρίτης γραµµής, προσθέτουµε στην τρίτη γραµµή

τη δεύτερη επί λ − 1, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 ⋮ 1

0 1 ⋮ 0

0 0 ⋮ 1 − λ
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Εποµένως (1 − λ ≠ 0), η τελευταία γραµµή του πίνακα είναι

0 0 ⋮ 1 − λ,

οπότε, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.14, το σύστηµα είναι αδύνατο.

▸ Για 1 − λ = 0 ⇔ λ = 1, το αρχικό σύστηµα είναι

x1 + x2 = 1

x1 + x2 = 1

x1 + x2 = 1

Το σύστηµα αυτό ισοδυναµεί µε την εξίσωση

x1 + x2 = 1 ⇔ x2 = 1 − x1
Εποµένως στην περίπτωση αυτή η λύση του συστήµατος είναι

(x1, x2) = (k,1 − k), k ∈ R.

ϐ) Η ορίζουσα του πίνακα Α του συστήµατος είναι
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∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 k 2

k −3 k + 1−1 2 k

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ −3 k + 1

2 k
∣ − k ∣ k k + 1−1 k

∣ + 2 ∣ k −3−1 2
∣

= −3k − 2(k + 1) − k(k2 + k + 1) + 2(2k − 3) = −k3 − k2 − 2k − 8
οπότε ∣A∣ = 0 ⇔ −k3 − k2 − 2k − 8 = 0.

Παραγοντοποιώντας την πολυωνυµική αυτή εξίσωση µε το γνωστό τρόπο (σχήµα Horner) προκύπτει

(έχει ϱίζα το −2)

∣A∣ = 0 ⇔ (k + 2)(−k2 + k − 4) = 0 ⇔ k = −2
(διότι η διακρίνουσα του τριωνύµου αυτού είναι αρνητική).

`Αρα, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.15:

▸ Για k ≠ −2, η µοναδική λύση του οµογενούς αυτού συστήµατος είναι η

µηδενική (0,0,0).
▸ Για k = −2, το σύστηµα γίνεται

x1 − 2x2 + 2x3 = 0−2x1 − 3x2 − x3 = 0−x1 + 2x2 − 2x3 = 0

Ας λύσουµε το σύστηµα αυτό µε τη µέθοδο Gauss.

Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 2 ⋮ 0−2 −3 −1 ⋮ 0−1 2 −2 ⋮ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Το πρώτο στοιχείο της πρώτης στήλης είναι µονάδα.

Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της δεύτερης γραµµής, προσθέτουµε σε αυτήν την

πρώτη γραµµή επί 2, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 2 ⋮ 0

0 −7 3 ⋮ 0−1 2 −2 ⋮ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της τρίτης γραµµής, προσθέτουµε σε αυτήν την πρώτη

γραµµή, οπότε προκύπτει ο πίνακας ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 2 ⋮ 0

0 −7 3 ⋮ 0

0 0 0 ⋮ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Αγνοώντας την πρώτη γραµµή, το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο είναι το −7 στη δεύτερη γραµµή και

δεύτερη στήλη. Πολλαπλασιάζουµε λοιπόν τη δεύτερη γραµµή επί
1

−7 , οπότε προκύπτει ο πίνακας

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −2 2 ⋮ 0

0 1 −3
7
⋮ 0

0 0 0 ⋮ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της πρώτης γραµµής προσθέτουµε σε αυτήν τη δεύτερη

γραµµή επί 2, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0
8

7
⋮ 0

0 1 −3
7
⋮ 0

0 0 0 ⋮ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο πίνακας αυτός είναι ανηγµένος κλιµακωτός και αντιστοιχεί στο σύστηµα
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x1 + 0x2 + 8

7
x3 = 0

0x1 + x2 − 3

7
x3 = 0

του οποίου η λύση προφανώς είναι

x1 = −8
7
x3 και x2 = 3

7
x3

Εποµένως, η λύση του συστήµατος είναι (x3 = k)

(x1, x2, x3) = (−8
7
k,

3

7
k, k) , k ∈ R.

γ) Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 1 ⋮ 1

1 −2 1 −1 ⋮ −1
1 −2 1 5 ⋮ λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Το πρώτο στοιχείο της πρώτης στήλης είναι µονάδα. Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου

της δεύτερης γραµµής, προσθέτουµε στη δεύτερη γραµµή την πρώτη επί −1, οπότε προκύπτει ο

πίνακας ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 1 ⋮ 1

0 0 0 −2 ⋮ −2
1 −2 1 5 ⋮ λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Για τον µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της τρίτης γραµµής, προσθέτουµε στην τρίτη γραµµή

την πρώτη επί −1, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 1 ⋮ 1

0 0 0 −2 ⋮ −2
0 0 0 4 ⋮ λ − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Αγνοώντας την πρώτη γραµµή, το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο είναι το −2 στη δεύτερη γραµµή και

τέταρτη στήλη.

Πολλαπλασιάζουµε λοιπόν τη δεύτερη γραµµή επί −1
2

, οπότε προκύπτει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 1 ⋮ 1

0 0 0 1 ⋮ 1

0 0 0 4 ⋮ λ − 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Στη συνέχεια µηδενίζουµε τα άλλα στοιχεία της τρίτης στήλης.

Για το µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της πρώτης γραµµής, προσθέτουµε στην πρώτη γραµµή

τη δεύτερη επί −1, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 0 ⋮ 0

0 0 0 1 ⋮ 1

0 0 0 4 ⋮ λ − 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Για το µηδενισµό του αντίστοιχου στοιχείου της τρίτης γραµµής, προσθέτουµε στην τρίτη γραµµή

τη δεύτερη επί −4, οπότε προκύπτει ο πίνακας⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 0 ⋮ 0

0 0 0 1 ⋮ 1

0 0 0 0 ⋮ λ − 5
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Εποµένως, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.14, το σύστηµα είναι αδύνατο αν λ ≠ 5.

Για λ = 5 από τον τελευταίο πίνακα, που είναι ανηγµένος κλιµακωτός, προκύπτει ότι

x1 − 2x2 + x3 = 1

x4 = 1

οπότε x1 = 2x2 − x3 + 1 και x4 = 1.
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Εποµένως οι λύσεις του συστήµατος είναι (x2 = k,x3 = λ)

(x1, x2, x3, x4) = (2k − λ + 1, k, λ,1), k, λ ∈ R.

`Ασκηση 3.34 Αν το σύστηµα

kx1 + (2λ − 1)x2 = λ − k(k + 1)x1 + λx2 = 2λ

έχει τη λύση x1 = 1, x2 = −2
να ϐρεθούν όλες οι λύσεις του.

Λύση
Επειδή το σύστηµα έχει τη λύση x1 = 1, x2 = −2

k ⋅ 1 + (2λ − 1)(−2) = λ − k(k + 1) ⋅ 1 + λ(−2) = 2λ
ή

2k − 5λ = −2
k − 4λ = −1

Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει

k = −1, λ = 0,

οπότε το σύστηµα γίνεται −x1 − x2 = 1
0 ⋅ x1 + 0 ⋅ x2 = 0

Το σύστηµα αυτό δίνει x1 = −x2 − 1
οπότε οι λύσεις του είναι (x2 =m)

(x1, x2) = (−m − 1,m), m ∈ R.

`Ασκηση 3.36 Εφαρµόζοντας τη µέθοδο ϐρόχων για το κύκλωµα του Σχήµατος 3.26, προκύπτει

η εξίσωση πινάκων

RX =V, (i)
όπου

X =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
I1
I2
I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
E1

E2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των ϱευµάτων των ϐρόχων και των τάσεων των πηγών και

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
R1 +R2 −R2 0−R2 R2 +R3 +R4 −R4

0 −R4 R4 +R5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των αντιστάσεων.

Να υπολογιστούν οι τιµές των I1, I2, I3 αν :

R1 = 2Ω,R2 = 8Ω,R3 = 6Ω,R4 = 6Ω,R5 = 4Ω, E1 = 40V και E2 = 20V
R
1

R
2I

1 I
2 I

3

R
4

R
3 R

5

+-

E
2

+ -

E
1

Σχήµα 3.26 Κύκλωµα συνεχούς ϱεύµατος
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Λύση
Αντικαθιστώντας τις τιµές των αντιστάσεων στον πίνακα R προκύπτει

R =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10 −8 0

−8 18 −6
0 −6 10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Οµοια, αντικαθιστώντας τις τιµές των τάσεων των πηγών στον πίνακα V προκύπτει

V =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

10

20

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η ορίζουσα του πίνακα R είναι

∣R∣ = 800
Σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13 το σύστηµα έχει λύση την

I1 = ∣R1∣∣R∣ , I2 = ∣R2∣∣R∣ , I3 = ∣R3∣∣R∣
όπου

∣R1∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

40 −8 0

20 18 −6
0 −6 10

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 7360

∣R2∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

10 40 0

−8 40 −6
0 0 10

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 5200

και

∣R3∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

10 −8 0

−8 18 −6
0 −6 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 3120

οπότε η λύση του συστήµατος είναι

I1 = ∣R1∣∣R∣ = 7360

800
= 9,2A

I2 = ∣R2∣∣R∣ = 5200

800
= 6,5A

και

I3 = ∣R3∣∣R∣ = 3120

800
= 3,9A

`Ασκηση 3.38 Εφαρµόζοντας τους νόµους του Kirchoff σε ένα ηλεκτρικό κύκλωµα προέκυψαν

οι παρακάτω εξισώσεις για τα ϱεύµατα I1, I2, I3 των κλάδων του

12I1 − 6I2 − 4I3 = −12−6I1 + 18I2 − 8I3 = 24−4I1 − 8I2 + 24I3 = 0

Να υπολογιστούν οι τιµές των I1, I2, I3.

Λύση
Το σύστηµα γράφεται ως

AX = B,
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όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12 −6 −4
−6 18 −8
−4 −8 24

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I1

I2

I3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−12
24

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του Α, προκύπτει

∣A∣ = 2880,

οπότε

rank(A) = 3
Επίσης, η ορίζουσα του Α είναι µία 3 × 3 υποορίζουσα του επαυξηµένου A∣B, οπότε

rank(A∣B) = 3
∆ηλαδή,

rank(A) = rank(A∣B)
Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.14 το σύστηµα έχει µοναδική λύση την

I1 = ∣A1∣∣A∣ , I2 = ∣A2∣∣A∣ , I3 = ∣A3∣∣A∣ (i)
όπου

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

−12 −6 −4
24 18 −8
0 −8 24

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −192 ∣A2∣ =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

12 −12 −4
−6 24 −8
−4 0 24

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 4416

και

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

12 −6 −12
−6 18 24

−4 −8 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 1440

οπότε οι (i) δίνουν

I1 = −192
2880

= −0,067mA, I2 = 4416

2880
= 1,53mA, I3 = 1440

2880
= 0,5mA.



Κεφάλαιο 4

∆ιανύσµατα

`Ασκηση 4.1 Να ϐρεθεί η γωνία των διανυσµάτων

a⃗ = (1,0,1) και β⃗ = (0,1,−1).
Λύση
Σύµφωνα µε τον ορισµό 4.11,

cos(a⃗, β⃗) = a⃗ ⋅ β⃗∣a⃗∣∣β⃗∣ . (i)
Σύµφωνα µε την πρότ. 4.1,

a⃗ ⋅ β⃗ = 1 ⋅ 0 + 0 ⋅ 1 + 1(−1) = −1.

Λόγω της (4.7),

∣a⃗∣ =√12 + 02 + 12 =√2 και ∣β⃗∣ =√02 + 12 + (−1)2 =√2,

οπότε η (i) δίνει

cos(a⃗, β⃗) = −1√
2
√
2
= −1

2
.

Εποµένως

(a⃗, β⃗) = 2π

3
.

`Ασκηση 4.2 Να ϐρεθούν τα διανύσµατα x⃗, y⃗ ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων

a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗ αν

3(x⃗ − a⃗) + 2(y⃗ − β⃗) = γ⃗

2(x⃗ + a⃗) − (y⃗ + β⃗) = δ⃗.

(i)(ii)
Λύση
Πολλαπλασιάζοντας την (ii) επί δύο και προσθέτοντας κατά µέλη µε την (i), προκύπτει

3x⃗ − 3a⃗ + 2y⃗ − 2β⃗ + 4x⃗ + 4a⃗ − 2y⃗ − 2β⃗ = γ⃗ + 2δ⃗,

ή 7x⃗ = −a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗,
οπότε

x⃗ = 1

7
(−a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗) = −1

7
a⃗ + 4

7
β⃗ + 1

7
γ⃗ + 2

7
δ⃗.

΄Ετσι η (ii) δίνει

y⃗ = 2x⃗ + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗
= 2(−1

7
a⃗ + 4

7
β⃗ + 1

7
γ⃗ + 2

7
δ⃗) + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗

97
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ή y⃗ = 12

7
a⃗ + 1

7
β⃗ + 2

7
γ⃗ − 3

7
δ⃗.

`Ασκηση 4.4 Να δειχθεί ότι αν Κ είναι το µέσον της διαγωνίου ΑΓ οποιουδήποτε τετραπλεύ-

ϱου ΑΒΓ∆, τότε ÐÐ→
KB +ÐÐ→K∆ =Ð→AB −Ð→∆Γ. (i)

Λύση

Εκφράζουµε όλα τα διανύσµατα της (i) ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων ϑέσης, ως

προς ένα σηµείο αναφοράς Ο, των κορυφών A,B,Γ,∆.

ÐÐ→
KB +ÐÐ→K∆ = Ð→OB −ÐÐ→OK +ÐÐ→O∆ −ÐÐ→OK

= Ð→OB +ÐÐ→O∆ − 2ÐÐ→OK
(ii)

Επειδή το Κ είναι µέσον της ΑΓ,

2
ÐÐ→
OK =Ð→OA +Ð→OΓ.

Ετσι, η (ii) γίνεται

ÐÐ→
KB +ÐÐ→K∆ = Ð→OB +ÐÐ→O∆ − (Ð→OA +Ð→OΓ)

= (Ð→OB −Ð→OA) + (ÐÐ→O∆ −Ð→OΓ)
= Ð→AB +Ð→Γ∆ =Ð→AB −Ð→∆Γ.

`Ασκηση 4.7 Να δειχθεί ότι για οποιαδήποτε σηµεία A,B,Γ του χώρου

∣Ð→AB ×Ð→BΓ∣ = ∣Ð→BΓ ×Ð→ΓA∣ (i)
Λύση
▸ Αν τα A,B,Γ είναι συνευθειακά,

Ð→
AB∣∣Ð→BΓ και

Ð→
BΓ∣∣Ð→ΓA,

οπότε
Ð→
AB ×Ð→BΓ =Ð→BΓ ×Ð→ΓA = 0 .

`Αρα, στην περίπτωση αυτή η (i) ισχύει.

▸ Αν τα A,B,Γ δεν είναι συνευθειακά, τότε

∣Ð→AB ×Ð→BΓ∣ = ∣ −Ð→BA ×Ð→BΓ∣ = ∣Ð→BA ×Ð→BΓ∣ = 2E,

∣Ð→BΓ ×Ð→ΓA∣ = ∣ −Ð→ΓB ×Ð→ΓA∣ = ∣Ð→ΓB ×Ð→ΓA∣ = 2E,

όπου E το εµβαδόν του τριγώνου ABΓ (ϐλ. Παράδειγµα 4.12).

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση,

∣Ð→AB ×Ð→BΓ∣ = ∣Ð→BΓ ×Ð→ΓA∣.
`Ασκηση 4.10 Να υπολογιστεί η γωνία των διανυσµάτων

u⃗ = 2a⃗ − β⃗ και v⃗ = 3a⃗ − 2β⃗,

αν ∣a⃗∣ = 2, ∣β⃗∣ = 5 και (a⃗, β⃗) = 2π

3
.
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Λύση
Σύµφωνα µε τον ορισµό 4.11,

cos(u⃗, v⃗) = u⃗ ⋅ v⃗∣u⃗∣ ∣v⃗∣ . (i)
Λόγω της επιµεριστικής ιδιότητας του εσωτερικού γινοµένου,

u⃗ ⋅ v⃗ = (2a⃗ − β⃗) ⋅ (3a⃗ − 2β⃗)
= 6∣a⃗∣2 − 4a⃗ ⋅ β⃗ − 3a⃗ ⋅ β⃗ + 2∣β⃗∣2
= 6∣a⃗∣2 + 2∣β⃗∣2 − 7a⃗ ⋅ β⃗

(ii)
Από τον ορισµό 4.11,

a⃗ ⋅ β⃗ = ∣a⃗∣∣β⃗∣ cos(a⃗, β⃗) = 2 ⋅ 5(−1
2
) = −5.

Ετσι, η (ii) δίνει

u⃗ ⋅ v⃗ = 6 ⋅ 22 + 2 ⋅ 52 − 7(−5) = 109. (iii)
Επίσης

∣u⃗∣ = ∣2a⃗ − β⃗∣ =√(2a⃗ − β⃗)2
και από την (4.13)

(2a⃗ − β⃗)2 = ∣2a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 − 4a⃗ ⋅ β⃗ = 4 ⋅ 22 + 52 − 4(−5) = 61,

οπότε ∣u⃗∣ =√61. (iv)
΄Οµοια προκύπτει ότι ∣v⃗∣ =√196 = 14. (v)
Η (i) µε τη ϐοήθεια των (iii)-(v) δίνει

cos(u⃗, v⃗) = 109

14
√
61
= 0,997,

οπότε

θ = cos−1 0,997 = 4,540.
`Ασκηση 4.11 Αν τα σηµεία A,B,Γ,∆ είναι κορυφές παραλληλογράµµου και

a⃗ =Ð→AB, β⃗ =Ð→A∆, γ⃗ =Ð→AΓ, δ⃗ =ÐÐ→∆B,

τότε να δειχθεί ότι :

∣γ⃗∣2 + ∣δ⃗∣2 = 2(∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2) (i)
∣γ⃗∣2 − ∣δ⃗∣2 = 4a⃗ ⋅ β⃗. (ii)

Λύση

ÐÐ→
∆B =Ð→AB −Ð→A∆ ή δ⃗ = a⃗ − β⃗.

Επίσης, επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο,

Ð→
AΓ =Ð→AB +Ð→A∆ ή γ⃗ = a⃗ + β⃗.

Εποµένως,

∣δ⃗∣2 = (a⃗ − β⃗)2 = ∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 − 2a⃗ ⋅ β⃗∣γ⃗∣2 = (a⃗ + β⃗)2 = ∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 + 2a⃗ ⋅ β⃗,
οπότε προσθέτοντας και αφαιρώντας κατά µέλη προκύπτει

∣γ⃗∣2 + ∣δ⃗∣2 = 2(∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2)
∣γ⃗∣2 − ∣δ⃗∣2 = 4a⃗ ⋅ β⃗.
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`Ασκηση 4.13 ∆ίνονται τα σηµεία A = (a1, a2, a3), B = (β1, β2, β3). Να ϐρεθούν οι συντε-

ταγµένες των σηµείων P της ευθείας ΑΒ για τα οποία

(AP )(PB) = k, k > 0.

Λύση
Σύµφωνα µε τις ασκ. 4.50 και 4.51, υπάρχουν δύο τέτοια σηµεία P1 και P2 µε διανύσµατα ϑέσης,

ως προς την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων Ο,

Ð→
OP 1 = a⃗ + kβ⃗

1 + k
= (a1 + kβ1

1 + k
,
a2 + kβ2
1 + k

,
a3 + kβ3
1 + k

) ,
Ð→
OP 2 = a⃗ − kβ⃗

1 − k
= (a1 − kβ1

1 − k
,
a2 − kβ2
1 − k

,
a3 − kβ3
1 − k

) ,
όπου a⃗ = (a1, a2, a3), β⃗ = (β1, β2, β3) τα διανύσµατα ϑέσης των Α, Β, ως προς το Ο. Το P1 είναι

σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, ενώ το P2 σηµείο της προέκτασής του.

Εποµένως, οι συντεταγµένες των Ϲητούµενων σηµείων είναι

P1 = (a1 + kβ1
1 + k

,
a2 + kβ2
1 + k

,
a3 + kβ3
1 + k

) ,
P2 = (a1 − kβ1

1 − k
,
a2 − kβ2
1 − k

,
a3 − kβ3
1 − k

) .
`Ασκηση 4.15 Να δειχτεί ότι οι συντεταγµένες του ϐαρύκεντρου G του τριγώνου ΑΒΓ, όπου

A(a1, a2, a3), B(β1, β2, β3) και Γ (γ1, γ2, γ3) είναι

x1 = a1 + β1 + γ1
3

, x2 = a2 + β2 + γ2
3

, x3 = a3 + β3 + γ3
3

.

Λύση
Το διάνυσµα ϑέσης του ϐαρύκεντρου G ενός τριγώνου ΑΒΓ, ως προς την αρχή του συστήµατος

συντεταγµένων Ο, είναι (ϐλ. λύση άσκ. 4.26)

Ð→
OG = 1

3
(Ð→OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ). (i)

Τα διανύσµατα ϑέσης, ως προς το Ο, των σηµείων Α, Β και Γ είναι

Ð→
OA = (a1, a2, a3), Ð→OB = (β1, β2, β3), Ð→OΓ = (γ1, γ2, γ3),

οπότε, αντικαθιστώντας στην (i) παίρνουµε,

Ð→
OG = (1

3
(a1 + β1 + γ1) , 1

3
(a2 + β2 + γ2) , 1

3
(a3 + β3 + γ3)).

Εποµένως, οι συντεταγµένες του ϐαρύκεντρου είναι

x1 = a1 + β1 + γ1
3

, x2 = a2 + β2 + γ2
3

, x3 = a3 + β3 + γ3
3

.

`Ασκηση 4.22 α) Να δειχθεί ότι το διάνυσµα

δ⃗ = ∣a⃗∣β⃗ + ∣β⃗∣a⃗
διχοτοµεί τη γωνία των διανυσµάτων a⃗, β⃗.

ϐ) Να ϐρεθεί ένα διάνυσµα παράλληλο µε τη διχοτόµο της γωνίας των διανυσµάτων −a⃗, β⃗.

Λύση
α) Το συνηµίτονο των γωνιών θ και ϕ που σχηµατίζει το δ⃗ µε τα διανύσµατα a⃗, β⃗ είναι
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cosϕ = a⃗ ⋅ δ⃗∣a⃗∣∣δ⃗∣ = a⃗ ⋅ (∣a⃗∣β⃗ + ∣β⃗∣a⃗)∣a⃗∣∣δ⃗∣ = ∣a⃗∣a⃗ ⋅ β⃗ + ∣β⃗∣∣a⃗∣2∣a⃗∣∣δ⃗∣ = a⃗ ⋅ β⃗ + ∣β⃗∣∣a⃗∣∣δ⃗∣
cos θ = β⃗ ⋅ δ⃗∣β⃗∣∣δ⃗∣ = β⃗ ⋅ (∣a⃗∣β⃗ + ∣β⃗∣a⃗)∣β⃗∣∣δ⃗∣ = ∣a⃗∣∣β⃗∣2 + ∣β⃗∣a⃗ ⋅ β⃗∣β⃗∣∣δ⃗∣ = ∣a⃗∣∣β⃗∣ + a⃗ ⋅ β⃗∣δ⃗∣

(i)

Από τις (i) είναι ϕανερό ότι

cosϕ = cos θ ⇔ ϕ = θ,

οπότε το διάνυσµα δ⃗ διχοτοµεί τη γωνία των a⃗, β⃗.

ϐ) Η γωνία των −a⃗, β⃗ είναι παραπληρωµατική της γωνίας των a⃗, β⃗, οπότε η διχοτόµος της πρώτης

είναι κάθετη στην διχοτόµο της δεύτερης.

Αν δ⃗′ = ∣β⃗∣a⃗ − ∣a⃗∣β⃗,

Αν

δ⃗ ⋅ δ⃗′ = (∣a⃗∣β⃗ + ∣β⃗∣a⃗) ⋅ (∣β⃗∣a⃗ − ∣a⃗∣β⃗)
= (∣a⃗∣ ∣β⃗∣) (β⃗ ⋅ a⃗) − ∣a⃗∣2 ∣β⃗∣2 + ∣β⃗∣2 ∣a⃗∣2 − ∣β⃗∣ ∣a⃗∣(a⃗ ⋅ β⃗)
= 0,

οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο δ⃗ είναι το δ⃗′.

Εποµένως, ένα διάνυσµα παράλληλο µε τη διχοτόµο της γωνίας των διανυσµάτων −a⃗, β⃗ είναι το

δ⃗′ = ∣β⃗∣a⃗ − ∣a⃗∣β⃗.

`Ασκηση 4.24 Να ϐρεθεί το εµβαδόν ενός τετραπλεύρου ABΓ∆ συναρτήσει των διανυσµά-

των ϑέσης των Β, Γ, ∆ ως προς την κορυφή του Α.

Λύση
Το εµβαδόν του τετραπλεύρου ABΓ∆ είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των τριγώνων ABΓ

και A∆Γ, δηλαδή (ϐλ. παράδ. 4.12α)

(ABΓ∆) = (ABΓ) + (A∆Γ)
= 1

2
∣Ð→AB ×Ð→AΓ∣ + 1

2
∣Ð→A∆ ×Ð→AΓ∣

`Ασκηση 4.25 Να δειχθεί ότι το εµβαδόν του παραλληλογράµµου ABΓ∆ είναι

E = ∣a⃗ × β⃗ + β⃗ × γ⃗ + γ⃗ × a⃗∣,
όπου a⃗, β⃗, γ⃗ τα διανύσµατα ϑέσης των Α, Β, Γ, ως προς ένα σηµείο Ο.

Λύση
Σύµφωνα µε το παράδ. 4.12β, το εµβαδόν του παραλληλογράµµου ABΓ∆ είναι

E = (ABΓ∆) = ∣Ð→AB ×Ð→AΓ∣.
Εκφράζοντας τα διανύσµατα των πλευρών

Ð→
AB,

Ð→
AΓ ως διαφορά των διανυσµάτων ϑέσης a⃗, β⃗, γ⃗ των

άκρων τους ως προς ένα σηµείο αναφοράς Ο,

Ð→
AB = β⃗ − a⃗ και

Ð→
AΓ = γ⃗ − a⃗ (i)

οπότε η (i) δίνει

E = ∣(β⃗ − a⃗) × (γ⃗ − a⃗)∣= ∣β⃗ × γ⃗ − β⃗ × a⃗ − a⃗ × γ⃗ + a⃗ × a⃗∣.
Επειδή

−β⃗ × a⃗ = a⃗ × β⃗, −a⃗ × γ⃗ = γ⃗ × a⃗ και a⃗ × a⃗ = 0,
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το εµβαδόν του παραλληλογράµµου ABΓ∆ είναι

E = ∣a⃗ × β⃗ + β⃗ × γ⃗ + γ⃗ × a⃗∣.
`Ασκηση 4.26 Αν G είναι το ϐαρύκεντρο ενός τριγώνου ABΓ και Ο οποιοδήποτε σηµείο,

τότε να δειχθεί ότι

α)
Ð→
OG = 1

3
(Ð→OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ).

ϐ)
Ð→
GA +

Ð→
GB +

Ð→
GΓ = 0⃗.

Λύση

(α) Το ϐαρύκεντρο ενός τριγώνου απέχει τα
2

3
του µήκους της κάθε διαµέσου από την αντίστοιχη

κορυφή, οπότε αν Μ είναι το µέσον της πλευράς ΒΓ,

Ð→
AG = 2

3

ÐÐ→
AM . (i)

Επίσης,
Ð→
AG =Ð→OG −

Ð→
OA και

ÐÐ→
AM =ÐÐ→OM −

Ð→
OA,

οπότε η (i) γίνεται

Ð→
OG −

Ð→
OA = 2

3
(ÐÐ→OM −

Ð→
OA)

ή
Ð→
OG = 1

3

Ð→
OA +

2

3

ÐÐ→
OM . (ii)

Το διάνυσµα ϑέσης του µέσου της ΒΓ είναι

ÐÐ→
OM = 1

2
(Ð→OB +

Ð→
OΓ). (iii)

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις εύκολα προκύπτει ότι

Ð→
OG = 1

3
(Ð→OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ).

(ϐ)
Ð→
GA =Ð→OA −

Ð→
OG,

Ð→
GB =Ð→OB −

Ð→
OG και

Ð→
GΓ =Ð→OΓ −

Ð→
OG,

οπότε

Ð→
GA +

Ð→
GB +

Ð→
GΓ = Ð→OA −

Ð→
OG +

Ð→
OB −

Ð→
OG +

Ð→
OΓ −

Ð→
OG

= Ð→OA +
Ð→
OB +

Ð→
OΓ − 3

Ð→
OG.

Εποµένως, λόγω και του (α)

Ð→
GA +

Ð→
GB +

Ð→
GΓ = Ð→OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ − 3

1

3
(Ð→OA +

Ð→
OB +

Ð→
OΓ)

= 0⃗
.

`Ασκηση 4.27 Αν τα a⃗, β⃗, γ⃗ είναι µοναδιαία διανύσµατα κάθετα µεταξύ τους ανά δύο (a⃗ ⊥
β⃗, a⃗ ⊥ γ⃗, β⃗ ⊥ γ⃗), και

u⃗ = u1a⃗ + u2β⃗ + u3γ⃗, v⃗ = v1a⃗ + v2β⃗ + v3γ⃗, u1, u2, u3, v1, v2, v3 ∈ R,

τότε να δειχθεί ότι

u⃗ ⋅ v⃗ = u1v1 + u2v2 + u3v3.
Λύση
Λόγω της επιµεριστικής ιδιότητας του εσωτερικού γινοµένου



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ∆ΙΑΝ�ΥΣΜΑΤΑ 103

u⃗ ⋅ v⃗ = (u1a⃗ + u2β⃗ + u3γ⃗) ⋅ (v1a⃗ + v2β⃗ + v3γ⃗)
= u1v1a⃗ ⋅ a⃗ + u1v2a⃗ ⋅ β⃗ + u1v3a⃗ ⋅ γ⃗ + u2v1β⃗ ⋅ a⃗
+ u2v2β⃗ ⋅ β⃗ + u2v3β⃗ ⋅ γ⃗ + u3v1γ⃗ ⋅ a⃗ + u3v2γ⃗ ⋅ β⃗ + u3v3γ⃗ ⋅ γ⃗.

Επειδή a⃗ ⊥ β⃗, a⃗ ⊥ γ⃗, β⃗ ⊥ γ⃗,

a⃗ ⋅ β⃗ = β⃗ ⋅ a⃗ = a⃗ ⋅ γ⃗ = γ⃗ ⋅ a⃗ = β⃗ ⋅ γ⃗ = γ⃗ ⋅ β⃗ = 0.

Ενώ επειδή τα a⃗, β⃗, γ⃗ είναι µοναδιαία διανύσµατα,

a⃗ ⋅ a⃗ = β⃗ ⋅ β⃗ = γ⃗ ⋅ γ⃗ = 1.

Εποµένως,

u⃗ ⋅ v⃗ = u1v1 + u2v2 + u3v3.
`Ασκηση 4.29 Να δειχθεί ότι για οποιαδήποτε διανύσµατα x⃗, y⃗ ισχύει :

α)
∣x⃗ + y⃗∣∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k ≤ 1, k > 0.

ϐ) ∣x⃗ + y⃗∣ + ∣x⃗ − y⃗∣ ≤ 2(∣x⃗∣ + ∣y⃗∣).
Λύση
α) Για k > 0, ισχύει ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k ≥ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣
οπότε ∣x⃗ + y⃗∣∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k ≤ ∣x⃗ + y⃗∣∣x⃗∣ + ∣y⃗∣
Επίσης, ∣x⃗ + y⃗∣ ≤ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣,
οπότε ∣x⃗ + y⃗∣∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k ≤ ∣x⃗ + y⃗∣∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ ≤ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣∣x⃗∣ + ∣y⃗∣
ή

∣x⃗ + y⃗∣∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ + k ≤ 1
ϐ) ∣x⃗ + y⃗∣ ≤ ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣, (i)

∣x⃗ − y⃗∣ = ∣x⃗ + (−y⃗)∣ ≤ ∣x⃗∣ + ∣ − y⃗∣ = ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣. (ii)
Προσθέτοντας κατά µέλη τις ανισώσεις (i),(ii) προκύπτει

∣x⃗ + y⃗∣ + ∣x⃗ − y⃗∣ ≤ 2(∣x⃗∣ + ∣y⃗∣).
`Ασκηση 4.30 Στην πλευρά ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε ένα σηµείο Μ τέτοιο ώστε(ΓM) = 3(BM) ενώ στην προέκτασή της ένα σηµείο Κ, τέτοιο ώστε (ΓK) = 2(BK). Να

εκφραστούν τα διανύσµατα
ÐÐ→
AM και

ÐÐ→
AK ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων u⃗ =

Ð→
AB και v⃗ =Ð→AΓ.

Λύση
Επειδή το Μ είναι το σηµείο της ΒΓ για το οποίο (ΓM) = 3(BM),

ÐÐ→
ΓM = 3ÐÐ→MB.

Εκφράζοντας τα διανύσµατα της σχέσης αυτής ως διαφορές των διανυσµάτων ϑέσης των άκρων τους

ως προς την κορυφή Α προκύπτει (ϐλ. λύση `Ασκησης 4.50)
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ÐÐ→
AM = Ð→

AΓ + 3
Ð→
AB

1 + 3
= 3

4

Ð→
AB +

1

4

Ð→
AΓ

= 3

4
u⃗ +

1

4
v⃗

Επειδή το Κ είναι το σηµείο προέκτασης της ΓΒ για το οποίο (ΓK) = 2(BK),
Ð→
ΓK = −2ÐÐ→KB

Εκφράζοντας τα διανύσµατα της σχέσης αυτής ως διαφορές των διανυσµάτων ϑέσης των άκρων τους

ως προς την κορυφή Α παίρνουµε (ϐλ. λύση `Ασκησης 4.51)

ÐÐ→
AK = Ð→AΓ − 2Ð→AB

1 − 2
= 2Ð→AB −Ð→AΓ = 2u⃗ − v⃗.

`Ασκηση 4.31 Για τα διανύσµατα ϑέσης των σηµείων Α, Β, Γ, ως προς ένα σηµείο αναφοράς

Ο, ισχύει

7
Ð→
OA − 4

Ð→
OB − 3

Ð→
OΓ = 0⃗. (i)

Να δειχθεί ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

Λύση
Θα δείξουµε ότι

Ð→
AB =mÐ→AΓ, m ∈ R,

εκφράζοντας τα διανύσµατα της (i) ως διαφορά των διανυσµάτων ϑέσης των άκρων τους ως προς

το σηµείο Α.

Ð→
OA = −Ð→AO,

Ð→
OB =Ð→AB −Ð→AO,

Ð→
OΓ =Ð→AΓ −Ð→AO,

οπότε η (i) γίνεται

7(−Ð→AO) − 4(Ð→AB −Ð→AO) − 3(Ð→AΓ −Ð→AO) = 0⃗
ή −4

Ð→
AB − 3

Ð→
AΓ = 0⃗

ή
Ð→
AB = −3

4

Ð→
AΓ.

`Αρα τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

`Ασκηση 4.32 Το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο, Ο είναι το σηµείο τοµής των διαγωνίων

του, Κ το σηµείο της πλευράς ∆Γ, για το οποίο

(∆K) = 2(KΓ)
και Ν το σηµείο της διαγωνίου AΓ για το οποίο

(AN) = 3(NΓ).
Να εκφραστούν τα διανύσµατα

ÐÐ→
AK,

ÐÐ→
BK,

ÐÐ→
OK,

ÐÐ→
∆N και

ÐÐ→
NK

ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων u⃗ =Ð→AB, v⃗ =Ð→A∆.

Λύση
ÐÐ→
AK =Ð→A∆ +ÐÐ→∆K (i)

Επειδή (∆K) = 2(KΓ),
(∆K) = 2

3
(Γ∆),

οπότε
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Σχήµα 4.32 Το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆.

ÐÐ→
∆K = 2

3

Ð→
∆Γ, (ii)

Επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο

Ð→
∆Γ =Ð→AB = u⃗,

οπότε η (ii) δίνει
ÐÐ→
∆K = 2

3
u⃗,

και η (i)
ÐÐ→
AK = 2

3
u⃗ + v⃗. (iii)

Εποµένως
ÐÐ→
BK = Ð→BA +

ÐÐ→
AK

= −u⃗ + 2

3
u⃗ + v⃗

= −1
3
u⃗ + v⃗

Επίσης
ÐÐ→
OK =Ð→OA +

ÐÐ→
AK (iv)

Επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο, το Ο είναι το µέσον της ΑΓ, οπότε

Ð→
OA = 1

2

Ð→
ΓA = −1

2

Ð→
AΓ. (v)

Επειδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο,

Ð→
AΓ =Ð→AB +Ð→A∆ = u⃗ + v⃗,

οπότε η (v) δίνει
Ð→
OA = −1

2
(u⃗ + v⃗)

= −1
2
u⃗ −

1

2
v⃗

και η (iv), λόγω και της (iii),
ÐÐ→
OK = −1

2
u⃗ −

1

2
v⃗ +

2

3
u⃗ + v⃗

= (−1
2
+
2

3
) u⃗ + (−1

2
+ 1) v⃗

= −1
6
u⃗ +

1

2
v⃗

Ισχύει
ÐÐ→
∆N =Ð→∆Γ +

Ð→
ΓN (vi)

Επίσης,

(ΓN) = 1

4
(AΓ)

και Ð→
AΓ = u⃗ + v⃗,

οπότε
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Ð→
ΓN = −Ð→NΓ = −1

4
(u⃗ + v⃗),

`Αρα, η (vi) δίνει
ÐÐ→
∆N = u⃗ − 1

4
(u⃗ + v⃗) = 3

4
u⃗ −

1

4
v⃗.

Ισχύει
ÐÐ→
NK =Ð→NΓ +

Ð→
ΓK (vii)

Επίσης,

(NΓ) = 1

4
(u⃗ + v⃗)

και
Ð→
ΓK = 1

3

Ð→
Γ∆ = −1

3

Ð→
∆Γ = −1

3
u⃗,

οπότε η (vii) δίνει
ÐÐ→
NK = 1

4
(u⃗ + v⃗) − 1

3
u⃗ = − 1

12
u⃗ +

1

4
v⃗.

`Ασκηση 4.33 Να δειχθεί ότι αν τα διανύσµατα a⃗, β⃗ δεν είναι παράλληλα, τότε

ka⃗ + λβ⃗ = 0⃗ ⇔ k = λ = 0.

Λύση
Υποθέτουµε ότι k ≠ 0. Τότε

ka⃗ + λβ⃗ = 0⃗ ⇔ a⃗ = −λ
k
β⃗

Από τη σχέση αυτή προκύπτει a⃗ ∥ β⃗, πράγµα που είναι άτοπο, αφού τα διανύσµατα a⃗, β⃗ δεν είναι

παράλληλα. Εποµένως,

k = λ = 0.

`Ασκηση 4.34 Αν τα διανύσµατα ϑέσης, ως προς ένα σηµείο αναφοράς Ο, των σηµείων

A,B,Γ,∆ είναι

a⃗, β⃗, γ⃗ = 2a⃗ − β⃗ και δ⃗ = −2a⃗ + 3β⃗,

τότε να δειχθεί ότι τα A,B,Γ,∆ είναι συνευθειακά.

Λύση
Για να δείξουµε ότι τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ είναι συνευθειακά αρκεί να δείξουµε διαδοχικά ότι :

▸ Τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

▸ Τα Α, Β, ∆ είναι συνευθειακά.Ð→
AB =Ð→OB −

Ð→
OA = β⃗ − a⃗

και
Ð→
AΓ = Ð→OΓ −

Ð→
OA

= γ⃗ − a⃗

= 2a⃗ − β⃗ − a⃗

= a⃗ − β⃗

= Ð→BA.

Εποµένως, τα διανύσµατα
Ð→
AΓ,
Ð→
BA είναι παράλληλα, οπότε τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

Επίσης,
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Ð→
A∆ = ÐÐ→O∆ −

Ð→
OA = δ⃗ − a⃗

= −2a⃗ + 3β⃗ − a⃗
= 3(β⃗ − a⃗)
= 3
Ð→
AB.

`Αρα τα διανύσµατα
Ð→
A∆,

Ð→
AB είναι παράλληλα, οπότε τα σηµεία Α, Β, ∆ είναι συνευθειακά.

Εποµένως, τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ είναι συνευθειακά.

`Ασκηση 4.35 Να δειχθεί ότι αν υπάρχουν κ,λ,µ ∈ IR, µε ∣k∣ + ∣λ∣ + ∣µ∣ ≠ 0, τέτοιοι ώστε

ka⃗ + λβ⃗ + µγ⃗ = 0⃗, k + λ + µ = 0, (i)
τότε τα σηµεία Α, Β, Γ µε διανύσµατα ϑέσης a⃗, β⃗, γ⃗, ως προς ένα σηµείο αναφοράς Ο, είναι

συνευθειακά.

Λύση
Αρκεί να δείξουµε ότι

Ð→
AB =mÐ→AΓ, m ∈ R.

Την σχέση αυτή δείχνουµε εκφράζοντας τα διανύσµατα της (i) ως διαφορά των διανυσµάτων ϑέσης

των άκρων τους µε σηµείο αναφοράς το σηµείο Α.

a⃗ =Ð→OA = −Ð→AO, β⃗ =Ð→OB =Ð→AB −Ð→AO, γ⃗ =Ð→OΓ =Ð→AΓ −Ð→AO,

οπότε

k(−Ð→AO) + λ(Ð→AB −Ð→AO) + µ(Ð→AΓ −Ð→AO) = 0⃗
ή

λ
Ð→
AB + µ

Ð→
AΓ − (k + λ + µ)Ð→AO = 0⃗.

΄Αρα, λόγω και του ότι k + λ + µ = 0,

λ
Ð→
AB + µ

Ð→
AΓ = 0⃗ µε µ ≠ 0 ή λ ≠ 0,

Εποµένως
Ð→
AB ∥

Ð→
AΓ, οπότε τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

`Ασκηση 4.36 ∆ίνονται τα διανύσµατα v⃗, u⃗:

α) Να δειχθεί ότι η εξίσωση

x⃗ × v⃗ = u⃗ (i)
έχει λύση ως προς x⃗ αν και µόνον αν τα διανύσµατα u⃗, v⃗ είναι κάθετα.

ϐ) Να ϐρεθεί συναρτήσει των u⃗, v⃗ η γενική λύση της παραπάνω εξίσωσης.

Λύση
α) Αν η εξίσωση έχει λύση τότε υπάρχει διάνυσµα a⃗ τέτοιο ώστε

a⃗ × v⃗ = u⃗,

οπότε

u⃗ ⊥ v⃗.

Αντίστροφα, στην περίπτωση που τα u⃗, v⃗ είναι κάθετα µεταξύ τους ϑα δείξουµε ότι υπάρχει λύση

της (i) της µορφής

x⃗0 = ku⃗ × v⃗, k ∈ R.

Πράγµατι, αν το διάνυσµα x⃗0 είναι λύση της (i), τότε, λόγω του ότι u⃗ ⋅ v⃗ = 0 και της (4.22), η (i)
δίνει
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(ku⃗ × v⃗) × v⃗ = k(u⃗ ⋅ v⃗)v⃗ − kv2u⃗
= −kv2u⃗
= u⃗,

οπότε

−kv2 = 1 ή k = − 1

v2
.

Εποµένως, αν τα u⃗, v⃗ είναι κάθετα µεταξύ τους, τότε µία λύση της (i) είναι το διάνυσµα

x⃗ = − 1

v2
u⃗ × v⃗

ϐ) Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 4.16, τα u⃗, v⃗, u⃗ × v⃗ αποτελούν µία ϐάση του R3 , οπότε κάθε

διάνυσµα γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός τους

x⃗ = ku⃗ + λv⃗ + µu⃗ × v⃗. (ii)
Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της (ii) επί u⃗

x⃗ ⋅ u⃗ = ku⃗ ⋅ u⃗ + λv⃗ ⋅ u⃗ + µ(u⃗ × v⃗) ⋅ u⃗. (iii)
Λόγω της (i),

x⃗ ⊥ u⃗, οπότε x⃗ ⋅ u⃗ = 0
v⃗ ⊥ u⃗, οπότε v⃗ ⋅ u⃗ = 0 .

Επίσης, (u⃗ × v⃗) ⋅ u⃗ = 0.

΄Ετσι, από τη (iii) προκύπτει

0 = ku2 ή k = 0.

Παίρνοντας το εξωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της (ii) επί v⃗ (έχοντας ϑέσει k = 0) προκύπτει

x⃗ × v⃗ = λv⃗ × v⃗ + µ(u⃗ × v⃗) × v⃗. (iv)
Επειδή (u⃗ × v⃗) × v⃗ = (u⃗ ⋅ v⃗)v⃗ − v2u⃗ = −v2u⃗
και, λόγω της (i) και του ότι v⃗ × v⃗ = 0, η (iv) γίνεται

u⃗ = −µv2u⃗,

οπότε

µv2 = −1 ή µ = − 1

v2
.

Εποµένως, η γενική λύση της (i) είναι

x⃗ = λv⃗ − 1

v2
(u⃗ × v⃗), λ ∈ R.

`Ασκηση 4.37 ∆ίνονται τα διανύσµατα u⃗, v⃗, w⃗ του χώρου και ένας πραγµατικός αριθµός

λ. Υποθέτουµε ότι τα διανύσµατα u⃗, v⃗ δεν είναι κάθετα µεταξύ τους. Να αποδειχθεί ότι

υπάρχει µοναδικό διάνυσµα x⃗ που επαληθεύει τις εξισώσεις

x⃗ ⋅ u⃗ = λ και x⃗ × v⃗ = w⃗
αν και µόνον αν v⃗ ⋅ w⃗ = 0, το οποίο να ϐρεθεί συναρτήσει των j⃗, v⃗, w⃗ και λ.

Λύση
Σύµφωνα µε τη λύση της προηγούµενης άσκησης κάθε διάνυσµα

x⃗ = kv⃗ − 1

v2
(w⃗ × v⃗), k ∈ R (i)

ικανοποιεί την x⃗ × v⃗ = w⃗ αν και µόνον αν v⃗ ⊥ w⃗ ή v⃗ ⋅ w⃗ = 0.

Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο των δύο µελών της σχέσης επί u⃗,

x⃗ ⋅ u⃗ = kv⃗ ⋅ u⃗ − 1

v2
(w⃗ × v⃗) ⋅ u⃗
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οπότε, λόγω της x⃗ ⋅ u⃗ = λ,

λ = kv⃗ ⋅ u⃗ − 1

v2
(w⃗, v⃗, u⃗).

Εποµένως, επειδή v⃗ ⋅ u⃗ ≠ 0 (u⃗, v⃗ δεν είναι κάθετα)

k = 1

v⃗ ⋅ u⃗ (λ + 1

v2
(w⃗, v⃗, u⃗)),

οπότε η (i) πληρείται µόνο από το διάνυσµα

x⃗ = 1

v⃗ ⋅ u⃗ [λ + 1

v2
(w⃗, v⃗, u⃗)] v⃗ − 1

v2
(w⃗ × v⃗).

`Ασκηση 4.38 Αν για τα διανύσµατα a⃗, β⃗, γ⃗ ισχύει

a⃗ ⋅ β⃗ = a⃗ ⋅ γ⃗, a⃗ × β⃗ = a⃗ × γ⃗ και a⃗ ≠ 0⃗,

τότε να δειχθεί ότι

β⃗ = γ⃗.

Λύση
Παίρνοντας το εξωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της a⃗ × β⃗ = a⃗ × γ⃗ επί a⃗ προκύπτει

a⃗ × (a⃗ × β⃗) = a⃗ × (a⃗ × γ⃗)
ή (a⃗ ⋅ β⃗)a⃗ − a⃗2β⃗ = (a⃗ ⋅ γ⃗)a⃗ − a⃗2γ⃗.

΄Αρα, λόγω και του ότι a⃗ ⋅ β⃗ = a⃗ ⋅ γ⃗,

−∣a⃗∣2β⃗ = −∣a⃗∣2γ⃗ ή ∣a⃗∣2(γ⃗ − β⃗) = 0,

οπότε (∣a⃗∣2 ≠ 0, επειδή a⃗ ≠ 0)

γ⃗ − β⃗ = 0 ή β⃗ = γ⃗.

`Ασκηση 4.40 Να δειχθεί ότι για οποιαδήποτε διανύσµατα x⃗, y⃗ και κάθε θ ∈ (0, π
2
) ισχύει :

∣x⃗∣2
sin2 θ

+
∣y⃗∣2

cos2 θ
≥ ∣x⃗ + y⃗∣2.

Λύση
Επειδή ∣x⃗∣ + ∣y⃗∣ ≥ ∣x⃗ + y⃗∣,
ή (∣x⃗∣ + ∣y⃗∣)2 ≥ ∣x⃗ + y⃗∣2,
αρκεί να δείξουµε ότι

∣x⃗∣2
sin2 θ

+
∣y⃗∣2

cos2 θ
≥ (∣x⃗∣ + ∣y⃗∣)2. (i)

Επειδή

sin2 θ + cos2 θ = 1,

ϑέτουµε k = sin2 θ, οπότε cos2 θ = 1 − k.

΄Ετσι, η (i) γράφεται

∣x⃗∣2
k
+
∣y⃗∣2
1 − k

≥ (∣x⃗∣ + ∣y⃗∣)2. (ii)
Απαλείφουµε τους παρονοµαστές και γράφουµε την (ii) ως ϐ΄ ϐάθµια ανίσωση ως προς k.

(1 − k)∣x⃗∣2 + k∣y⃗∣2 ≥ k(1 − k) (∣x⃗∣ + ∣y⃗∣)2
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ή (γράφοντας, µετά από λίγες πράξεις, τη σχέση αυτή ως τριώνυµο ως προς k)

(∣x⃗∣ + ∣y⃗∣)2k2 − 2∣x⃗∣(∣x⃗∣ + ∣y⃗∣)k + ∣x⃗∣2 ≥ 0
Η διακρίνουσα της ανίσωσης αυτής είναι

∆ = (−2∣x⃗∣(∣x⃗∣ + ∣y⃗∣))2 − 4(∣x⃗∣ + ∣y⃗∣)2∣x⃗∣2 = 0,

οπότε η ανίσωση αυτή, άρα και η (ii) (που είναι ισοδύναµη µε αυτή), αληθεύει για κάθε k ∈ (0,1).
`Ασκηση 4.42 Για τα διανύσµατα a⃗, β⃗ και γ⃗ του R3 ισχύουν τα εξής :

∣a⃗∣ = ∣β⃗∣ = 2, ∣γ⃗∣ = 1
(a⃗, β⃗) = 2π

3
, (a⃗, γ⃗) = π

3
και β⃗ ⊥ γ⃗

Να ϐρεθεί, ως γραµµικός συνδυασµός των a⃗, β⃗ και γ⃗, ένα διάνυσµα u⃗ του V κάθετο στο a⃗

και στο β⃗, για το οποίο ισχύει

προβγ⃗u⃗ = 2γ⃗.

Λύση
Επειδή τα a⃗, β⃗, γ⃗ ως γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα αποτελούν ϐάση του V , το Ϲητούµενο

διάνυσµα u⃗ µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός τους,

u⃗ = ka⃗ + λβ⃗ + µγ⃗.

Επειδή το u⃗ είναι κάθετο στο a⃗ και στο β⃗, παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της

σχέσης αυτής διαδοχικά µε τα a⃗, β⃗, γ⃗ προκύπτει (λόγω της αντιµεταθετικής ιδιότητας του εσωτερικού

γινοµένου)

ka⃗2 + λa⃗ ⋅ β⃗ + µa⃗ ⋅ γ⃗ = a⃗ ⋅ u⃗ = 0
ka⃗ ⋅ β⃗ + λβ⃗2 + µβ⃗ ⋅ γ⃗ = β⃗ ⋅ u⃗ = 0
ka⃗ ⋅ γ⃗ + λβ⃗ ⋅ γ⃗ + µγ⃗2 = γ⃗ ⋅ u⃗.

Ισχύει

προβγ⃗ u⃗ = 2γ⃗ ⇔ u⃗ ⋅ γ⃗∣γ⃗∣2 γ⃗ = 2γ⃗ ⇔ u⃗ ⋅ γ⃗∣γ⃗∣2 = 2 ⇔ u⃗ ⋅ γ⃗
12
= 2,

οπότε

u⃗ ⋅ γ⃗ = 2.

Εποµένως τα k,λ,µ είναι οι ϱίζες του συστήµατος

∣a⃗∣2k + (a⃗ ⋅ β⃗)λ + (a⃗ ⋅ γ⃗)µ = 0(a⃗ ⋅ β⃗)k + ∣β⃗∣2λ + (β⃗ ⋅ γ⃗)µ = 0(a⃗ ⋅ γ⃗)k + (β⃗ ⋅ γ⃗)λ + ∣γ⃗∣2µ = 2.

(i)
Επειδή β⃗ ⊥ γ⃗,

β⃗ ⋅ γ⃗ = 0.

Σύµφωνα µε τον ορισµό 4.11,

a⃗ ⋅ β⃗ = ∣a⃗∣∣β⃗∣ cos(a⃗, β⃗) = 2 ⋅ 2(−1
2
)

= −2
a⃗ ⋅ γ⃗ = ∣a⃗∣∣γ⃗∣ cos(β⃗, γ⃗) = 2 ⋅ 1 ⋅ 1

2= 1

Επίσης ∣a⃗∣2 = ∣β⃗∣2 = 22 = 4 και ∣γ⃗∣2 = 12 = 2,

οπότε το σύστηµα (i) γίνεται
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4k − 2λ + µ = 0

−2k + 4λ + 0 ⋅ µ = 0

k + 0 ⋅ λ + µ = 2.

Εύκολα προκύπτει ότι η λύση του συστήµατος αυτού είναι

k = −1, λ = −1
2
, µ = 3,

οπότε

u⃗ = −a⃗ − 1

2
β⃗ + 3γ⃗.

`Ασκηση 4.44 Για τα γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα a⃗, β⃗, γ⃗ του χώρου ισχύει

∣a⃗∣ = ∣β⃗∣ = 1, ∣γ⃗∣ = 2
(a⃗, γ⃗) = (β⃗, γ⃗) = π

3
, και a⃗ ⊥ β⃗

Να ϐρεθεί ως γραµµικός συνδυασµός των a⃗, β⃗, γ⃗ το διάνυσµα u⃗ για το οποίο ισχύει

a⃗ ⋅ u⃗ = 1, β⃗ ⋅ u⃗ = 0 και γ⃗ ⋅ u⃗ = 0. (i)
Λύση
α) Επειδή τα a⃗, β⃗, γ⃗ ως γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα, το Ϲητούµενο διάνυσµα u⃗ µπορεί να

εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός τους

u⃗ = ka⃗ + λβ⃗ + µγ⃗.

Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της σχέσης αυτής διαδοχικά µε τα a⃗, β⃗, γ⃗

προκύπτει (λόγω και της αντιµεταθετικής ιδιότητας του εσωτερικού γινοµένου)

ka⃗2 + λa⃗ ⋅ β⃗ + µa⃗ ⋅ γ⃗ = a⃗ ⋅ u⃗ = 1
ka⃗ ⋅ β⃗ + λβ⃗2 + µβ⃗ ⋅ γ⃗ = β⃗ ⋅ u⃗ = 0
ka⃗ ⋅ γ⃗ + λβ⃗ ⋅ γ⃗ + µγ⃗2 = γ⃗ ⋅ u⃗ = 0.

Εποµένως τα k,λ,µ είναι οι ϱίζες του συστήµατος

∣a⃗∣2k + (a⃗ ⋅ β⃗)λ + (a⃗ ⋅ γ⃗)µ = 1(a⃗ ⋅ β⃗)k + ∣β⃗∣2λ + (β⃗ ⋅ γ⃗)µ = 0(a⃗ ⋅ γ⃗)k + (β⃗ ⋅ γ⃗)λ + ∣γ⃗∣2µ = 0.

(ii)
Επειδή a⃗ ⊥ β,

a⃗ ⋅ β = 0.

Από τον ορισµό 4.11 του εσωτερικού γινοµένου

a⃗ ⋅ γ⃗ = ∣a⃗∣∣γ⃗∣ cos(a⃗, γ⃗) = 1 ⋅ 2 ⋅ 1
2
= 1

β⃗ ⋅ γ⃗ = ∣β⃗∣∣γ⃗∣ cos(β⃗, γ⃗) = 1 ⋅ 2 ⋅ 1
2
= 1

= 1

Επίσης ∣a⃗∣2 = ∣β⃗∣2 = 12 = 1 και ∣γ⃗∣2 = 22 = 4
οπότε το σύστηµα (ii) γίνεται

k + 0 ⋅ λ + µ = 1

0 ⋅ k + λ + µ = 0

k⃗ + λ + 4µ = 0.

Εύκολα προκύπτει ότι η λύση του συστήµατος αυτού είναι

k = 3

2
, λ = 1

2
, µ = −1

2
,

οπότε

u⃗ = 3

2
a⃗ +

1

2
β⃗ −

1

2
g⃗.
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`Ασκηση 4.45 Να δειχθεί ότι για δύο οποιαδήποτε διανύσµατα a⃗ και β⃗ του χώρου ισχύει

∣a⃗ + β⃗∣2 ≤ (1 + ∣a⃗∣2)(1 + ∣β⃗∣2).
Λύση
Σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα

∣a⃗ + β⃗∣ ≤ ∣a⃗∣ + ∣β⃗∣
οπότε

∣a⃗ + β⃗∣2 ≤ (∣a⃗∣ + ∣β⃗∣)2
ή (a⃗ + β⃗)2 ≤ (∣a⃗∣ + ∣β⃗∣)2 (i)
Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι

ή (∣a⃗∣ + ∣β⃗∣)2 ≤ (1 + ∣a⃗∣2)(1 + ∣β⃗∣2) (ii)
Η σχέση αυτή είναι ισοδύναµη µε την

∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 + 2∣a⃗∣∣β⃗∣ ≤ 1 + ∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 + ∣a⃗∣2∣β⃗∣2
ή 2∣a⃗∣∣β⃗∣ ≤ 1 + ∣a⃗∣2∣β⃗∣2
ή 1 + (∣a⃗∣∣β⃗∣)2 − 2∣a⃗∣∣β⃗∣ ≥ 0
ή (1 − ∣a⃗∣∣β⃗∣)2 ≥ 0
Η σχέση αυτή είναι αληθής για οποιαδήποτε διανύσµατα a⃗ και β⃗ του χώρου, οπότε και η ισοδύναµη

της (ii) είναι αληθής για κάθε a⃗ και β⃗.

Από τις (i) και (ii) είναι ϕανερό ότι

∣a⃗ + β⃗∣2 ≤ (1 + ∣a⃗∣2)(1 + ∣β⃗∣2).
`Ασκηση 4.48 α) Να δειχθεί ότι για οποιαδήποτε σηµεία Α, Β, Γ

Ð→
AB ⋅Ð→AΓ = 1

2
(β2 + γ2 − a2), (i)

όπου a = (BΓ), β = (AΓ), γ = (AB).
ϐ) Ποιο ϑεώρηµα προκύπτει από τη σχέση αυτή αν

Ð→
AB ⊥

Ð→
AΓ;

Λύση
α) Για οποιαδήποτε σηµεία Α, Β, Γ ισχύει

Ð→
BΓ =Ð→BA +

Ð→
AΓ,

οπότε ∣Ð→BΓ∣2 = (Ð→BA +
Ð→
AΓ)2 = ∣Ð→BA∣2 + ∣Ð→AΓ∣2 + 2Ð→BA ⋅Ð→AΓ. (ii)

Επειδή ∣Ð→BA∣ = γ, ∣Ð→BΓ∣ = a, ∣Ð→AΓ∣ = β και
Ð→
BA = −Ð→AB,

η (ii) γίνεται

a2 = γ2 + β2 − 2
Ð→
AB ⋅Ð→AΓ

ή
Ð→
AB ⋅Ð→AΓ = 1

2
(β2 + γ2 − a2).

ϐ) Στην περίπτωση στην οποία
Ð→
AB ⊥

Ð→
AΓ (τα A,B,Γ ορίζουν ορθογώνιο τρίγωνο µε B̂AΓ = 900),

Ð→
AB ⋅Ð→AΓ = 0, οπότε η (i) γίνεται
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1

2
(β2 + γ2 − a2) = 0 ή β2 + γ2 = a2

ή (BΓ)2 = (AΓ)2 + (AB)2.
Εποµένως, από την (i) για

Ð→
AB ⊥

Ð→
AΓ προκύπτει το Πυθαγόρειο ϑεώρηµα.
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Κεφάλαιο 6

Γραµµές και επιφάνειες στο χώρο

`Ασκηση 6.3 Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου π που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και

είναι κάθετο στα επίπεδα

π1 ∶ x − 2y + z = 0
π2 ∶ y − z = 1

Λύση
Τα επίπεδα αυτά είναι κάθετα αντίστοιχα στα διανύσµατα

n⃗1 = (1,−2,1) και n⃗2 = (0,1,−1)
Σύµφωνα µε τον ορισµό 4.13, ένα διάνυσµα κάθετο και στα δύο επίπεδα, δηλαδή κάθετο και στα

διανύσµατα n⃗1 και n⃗2 είναι το

n⃗ = n⃗1 × n⃗2

=
RRRRRRRRRRRRRR
ê1 ê2 ê3
1 −2 1

0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRR
= ê1 ∣ −2 1

1 −1
∣ − ê2 ∣ 1 1

0 −1
∣ + ê3 ∣ 1 −2

0 1
∣

= ê1 + ê2 + ê3

= (1,1,1)
οπότε η εξίσωση του επιπέδου π είναι (διέρχεται από την αρχή των αξόνων)

n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗0⃗ ⇔ (1,1,1) ⋅ (x, y, z) = (1,1,1) ⋅ (0,0,0)
ή x + y + z = 0.
`Ασκηση 6.7 α) Να δειχθεί ότι οι ευθείες

ǫ1 ∶ r⃗(t) = (1 − 3t,2t,1 + t)
ǫ2 ∶ r⃗(u) = (6u,1 − 4u,2 − 2u)

είναι παράλληλες.

ϐ) Να ϐρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου που περιέχει τις ǫ1, ǫ2.

Λύση
α) Οι ευθείες αυτές είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα

v⃗1 = (3,2,1) και v⃗2 = (6,−4,−2).
Επειδή

115
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−3
6
= 2

−4
= 1

−2
,

τα διανύσµατα v⃗1 και v⃗2 είναι παράλληλα, οπότε οι ευθείες ǫ1 και ǫ2 είναι παράλληλες.

ϐ) `Ενα σηµείο της ǫ1 είναι το A1(1,0,1) (προκύπτει από την εξίσωση της ǫ1 για t = 0) και ένα

σηµείο της ǫ2 είναι το A2(0,1,2) (προκύπτει από την εξίσωση της ǫ2 για u = 0)

Τα διανύσµατα v⃗1 και
ÐÐÐ→
A1A2 είναι παράλληλα µε το π, οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο π είναι το

n⃗ = ÐÐÐ→A1A2 × v⃗1

= [(0,1,2) − (1,0,1)] × (3,2,1)
= (−1,1,1) × (3,2,1)
= (−1,4,−5).

Εποµένως, το επίπεδο π, που διέρχεται και από το σηµείο A1 µε διάνυσµα ϑέσης a⃗1, έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a1) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗1
ή, αν r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης του τυχαίου σηµείου του π,

(−1,4,−5) ⋅ (x, y, z) = (−1,4,−5) ⋅ (1,0,1).
Εποµένως, η καρτεσιανή εξίσωση του π είναι

−x + 4y − 5z = −6.

`Ασκηση 6.20 α) Να δειχθεί ότι η εξίσωση

x2 + y2 + z2 + 2x − z − 2 = 0 (i)
είναι εξίσωση σφαίρας και να ϐρεθεί το κέντρο και η ακτίνα της.

ϐ) Να ϐρεθεί η εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου της σφαίρας στο σηµείο στο οποίο τέµνει τον

+z−άξονα.

Λύση
α) Η (i) γράφεται

x2 + y2 + z2 + 2x − 2 ⋅ 1
2
z = 2 (i)

οπότε, προσθέτοντας και στα 2 µέλη το 12 + (1
2
)2 προκύπτει

x2 + 2x + 12 + y2 + z2 − 2 ⋅ 1
2
z + (1

2
)2 = 2 + 12 + (1

2
)2

ή (x + 1)2 + y2 + (z − 1

2
)2 = 13

4
.

Η σχέση αυτή είναι καρτεσιανή εξίσωση σφαίρας µε κέντρο το σηµείο

K (−1,0, 1
2
)

και ακτίνα

R =
√

13

4
= √13

2
.

ϐ) Η επιφάνεια (i) τέµνει τον +z−άξονα στα σηµεία όπου x = 0 και y = 0 οπότε η (i) γίνεται

z2 − z − 2 = 0 ⇔ z = 2 ή z = −1
οπότε το σηµείο είναι (ϑετικός z−άξονας)

A(0,0,2)
η εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου είναι (ϐλ. Πρόταση 5.2)

n ⋅ Ð→r =Ð→n ⋅Ð→p (ii)
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και ένα κάθετο διάνυσµα στο σηµείο A είναι, σύµφωνα µε την Πρόταση 6.9 το

Ð→n = (∂f
∂x

,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
)
A

,

όπου

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2x − z − 2,

οπότε οι µερικές παράγωγοι στο σηµείο A είναι

(∂f
∂x
)
A
= 2x + 2∣x=0 = 2

(∂f
∂y
)
A

= 2y∣y=0 = 0
(∂f
∂z
)
A
= 2z − 1∣z=2 = 3

`Αρα,
Ð→n = (2,0,3)

΄Ετσι, αν (x, y, z) οι συντεταγµένες του τυχαίου σηµείου η (ii) γίνεται

n ⋅Ð→r =Ð→n ⋅Ð→p ⇔ (2,3,0) ⋅ (x, y, z) = (2,3,0) ⋅ (0,0,2)
⇔ 2x + 3z − 6 = 0

`Ασκηση 6.23 Να ϐρεθεί καρτεσιανή εξίσωση για το επίπεδο π το οποίο περιέχει το σηµείο

A(1,0,−1) και την τοµή των επιπέδων

π1 ∶ x − y + z = 1
π2 ∶ x + y = 0.

Λύση
Κάθε επίπεδο που περιέχει την τοµή των επιπέδων π1, π2 έχει εξίσωση

x + y = 0 ή x − y + z − 1 + λ(x + y) = 0, λ ∈ R. (i)
Το Ϲητούµενο επίπεδο δεν είναι το x + y = 0, διότι οι συντεταγµένες του σηµείου A(1,0,−1) δεν

επαληθεύουν την εξίσωση αυτή.

Αν το A ανήκει στο επίπεδο που περιγράφεται από τη δεύτερη των (i), πρέπει οι συντεταγµένες

του να την επαληθεύουν, δηλαδή

1 − 0 + (−1) − 1 + λ(1 + 0) = 0 ή λ = 1.

΄Αρα το Ϲητούµενο επίπεδο έχει εξίσωση (ϑέτουµε λ = 1 στην (i))
x − y + z − 1 + (x + y) = 0

ή 2x + z − 1 = 0.

`Ασκηση 6.25 α) Να δειχθεί ότι οι ευθείες ǫ1, ǫ2 µε διανυσµατικές εξισώσεις

ǫ1 ∶ r⃗ = (5,1,5) + λ(1,−1,−2)
ǫ2 ∶ r⃗ = (1,−4,10) + µ(2,−2,−4)

είναι παράλληλες.

ϐ) Αν το επίπεδο π1 περιέχει τις ǫ1, ǫ2, να ϐρεθεί το επίπεδο π2 που είναι παράλληλο µε το π1 και

περιέχει την αρχή των αξόνων.

γ) Να εξεταστεί αν το π2 περιέχει την ευθεία

ǫ3 ∶ r⃗ = (1,11,2) + t(4,−14,2)
Λύση
α) Οι ευθείες αυτές είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα
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v⃗1 = (1,−1,−2) και v⃗2 = (2,−2,−4).
Επειδή

1

2
= −1
−2
= −2
−4

,

τα διανύσµατα v⃗1 και v⃗2 είναι παράλληλα, οπότε οι ευθείες ǫ1 και ǫ2 είναι παράλληλες.

ϐ) `Ενα σηµείο της ǫ1 είναι το A1(5,1,5) (προκύπτει από την εξίσωση της ǫ1 για λ = 0) και ένα

σηµείο της ǫ2 είναι το A2(1,−4,10) (προκύπτει από την εξίσωση της ǫ2 για µ = 0)

Τα διανύσµατα v⃗1 και
ÐÐÐ→
A1A2 είναι παράλληλα µε το π1, οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο π1 είναι το

n⃗ = ÐÐÐ→A1A2 × v⃗1

= [(1,−4,10) − (5,1,5)] × (1,−1,−2)
= (−4,−5,5) × (1,−1,−2)
= (15,−3,9).

Εποµένως, το επίπεδο π2, που περιέχει την αρχή των αξόνων, έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ r⃗ = 0
ή, αν r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης του τυχαίου σηµείου του π2,

(15,−3,9) ⋅ (x, y, z) = 0.

Εποµένως, η καρτεσιανή εξίσωση του π είναι

15x − 3y + 9z = 0.

`Ασκηση 6.26 Η ευθεία δ είναι παράλληλη µε την ευθεία

l ∶ x − 2y + z = 0, 2x − z + 5 = 0 (i)
και διέρχεται από το σηµείο A(1,0,−1).
Να ϐρεθουν διανυσµατικές εξισώσεις για τις ευθείες l και δ.

Λύση
Θέτοντας z = t, οι (i) γράφονται

x − 2y = −t, 2x = t − 5,

από τις οποίες προκύπτει

x = t − 5
2

, y = 3t − 5
4

.

Εποµένως η διανυσµατική εξίσωση της ευθείας l είναι

l ∶ r⃗(t) = ( t − 5
2

,
3t − 5
4

, t) , t ∈ R. (ii)
Η διανυσµατική εξίσωση της δ είναι

r⃗(λ) = a⃗ + λu⃗, λ ∈ R, (iii)
όπου a⃗ = (1,0,−1) το διάνυσµα ϑέσης του Α, ως προς την αρχή των αξόνων Ο, και u⃗ ένα διάνυσµα

παράλληλο µε την δ, άρα και µε την l (αφού l ∥ δ).
Γράφοντας την (ii) στη µορφή

l ∶ x(t) = (−5
2
,−

5

4
,0) + t(1

2
,
3

4
,1) , t ∈ R,

είναι ϕανερό ότι ένα διάνυσµα παράλληλο στην l είναι το u⃗ = (1
2
,
3

4
,1).

Αντικαθιστώντας στην (iii) προκύπτει η διανυσµατική εξίσωση της δ
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δ ∶ r⃗(λ) = (1,0,−1) + λ(1
2
,
3

4
,1) = (1 + λ

2
,
3λ

4
,−1 + λ) , λ ∈ R.

`Ασκηση 6.29 Να ϐρεθεί η απόσταση της ευθείας

ǫ ∶ 2x + y + z + 1 = 0, x − y + z + 3 = 0
από την αρχή των αξόνων.

Λύση
Σύµφωνα µε το παράδ. 6.11, το διάνυσµα ϑέσης του ίχνους Β της καθέτου που άγεται από την

αρχή των αξόνων O προς την ευθεία ǫ είναι (p⃗ = 0)

β⃗ = a⃗ + −a⃗ ⋅ u⃗∣u⃗∣2 u⃗, (ii)
όπου a⃗ το διάνυσµα ϑέσης ως προς το Ο ενός σηµείου της ǫ και u⃗ ένα διάνυσµα παράλληλο στην ǫ.

Θέτοντας x = 0 στις εξισώσεις της ǫ προκύπτει

ǫ ∶ y + z + 1 = 0, −y + z + 3 = 0.

Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει

y = 1, z = −2,

οπότε ένα σηµείο της είναι το A, που έχει διάνυσµα ϑέσης, ως προς το Ο,

a⃗ = (0,1,−2).
΄Ενα διάνυσµα παράλληλο µε την ǫ είναι το

u⃗ = (2,1,1) × (1,−1,1) = (2,−1,−3).
΄Ετσι, από την (i) προκύπτει

β⃗ = (0,1,−2) + −(0,1,−2) ⋅ (2,−1,−3)
22 + (−1)2 + (−3)2 (2,−1,−3)

= (0,1,−2) − 5

14
(2,−1,−3)

= (−5
7
,
19

14
,−

13

14
)

οπότε η απόσταση της ευθείας ǫ από την αρχή των αξόνων είναι

d = (OB) = ∣β⃗∣
=
√
(−5

7
)2 + (19

14
)2 + (−13

14
)2

= √
630

14
= 1,79.

`Ασκηση 6.31 Το διάνυσµα ϑέσης, ως προς ένα σηµείο αναφοράς O, την χρονική στιγµή t ενός

υλικού σηµείου Σ, που κινείται στον χώρο, είναι

r⃗(t) = (t2 − 2t)êx + (4 − t)êy + (10 − t2 + 2t)êz ,
όπου êx, êy και êz µοναδιαία διανύσµατα κατά την κατεύθυνση των αξόνων.

α) Να υπολογιστούν η ταχύτητα και επιτάχυνση του Σ την χρονική στιγµή t = 1.

ϐ) Να ϐρεθεί διανυσµατική εξίσωση της εφαπτοµένης της τροχιάς του Σ στην ϑέση του τη χρονική

στιγµή t = 1.

Λύση
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α) Η ταχύτητα του Σ τη χρονική στιγµή t είναι

v⃗(t) = dr⃗(t)
dt= (2t − 2)êx + (−1)êy + (−2t + 2)êz

και η επιτάχυνση του

a⃗(t) = dv⃗(t)
dt= 2êx − 2êz

οπότε η ταχύτητα και η επιτάχυνση του Σ τη χρονική στιγµή t = 1 είναι

v⃗(1) = (2 ⋅ 1 − 2)êx + (−1)êy + (−2 ⋅ 1 + 2)êz
= −êy

a⃗(1) = 2êx − 2êz

ϐ) Τη χρονική στιγµή t = 1 το Σ ϐρίσκεται στο σηµείο µε διάνυσµα ϑέσης

p⃗ = r⃗(1)
= (12 − 2 ⋅ 1)êx + (4 − 1)êy + (10 − 12 + 2 ⋅ 1)êz
= −êx + 3êy + 11êz

δηλαδή στο σηµείο

P (−1,3,11)
οπότε η Ϲητούµενη εφαπτοµένη έχει διανυσµατική εξίσωση (είναι παράλληλη στο διάνυσµα της

ταχύτητας v⃗(1))
r⃗(λ) = p⃗ + λv⃗(1)

ή r⃗(λ) = (−1,3,11) + λ(0,−1,0), λ ∈ R.

`Ασκηση 6.33 Αν P είναι το σηµείο τοµής του επιπέδου

π ∶ 2x + y − z + 2 = 0
και της ευθείας

l ∶ x = −3t, y = −4 + 2t, z = 5 + 3t
να ϐρεθεί διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία ǫ που διέρχεται από το σηµείο P και είναι κάθετη

στα διανύσµατα a⃗ = (1,1,1) και β⃗ = (2,3,4).
Λύση
Αντικαθιστώντας τις παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας ǫ στην καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου

π προκύπτει

π ∶ 2(−3t) − 4 + 2t − (5 + 3t) + 2 = 0 ⇔ −7t − 7 = 0 ⇔ t = −1,

οπότε

P (−3(−1),−4 + 2(−1),5 + 3(−1)) = (3,−6,2).
Επειδή η ευθεία ǫ είναι κάθετη στα διανύσµατα a⃗ = (1,1,1) και β⃗ = (2,3,4), ένα διάνυσµα

παράλληλο µε αυτή είναι το

u⃗ = a⃗ × β⃗ = (1,1,1) × (2,3,4) = (1,−2,1),
οπότε η εξίσωση της ǫ είναι

r⃗(t) = p⃗ + tu⃗
ή r⃗(t) = (3,−6,2) + t(1,−2,1), t ∈ R.
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`Ασκηση 6.35 Τα επίπεδα π1, π2 έχουν καρτεσιανές εξισώσεις

π1 ∶ x + 2y + 4z = 1
π2 ∶ x + y = 3

Να ϐρεθούν :

α) Καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου π που είναι κάθετο στα π1, π2 και διέρχεται από την αρχή

των αξόνων.

ϐ) ∆ιανυσµατική εξίσωση της ευθείας ǫ που είναι παράλληλη στα π1, π2 και διέρχεται από το

σηµείο M(−3,0,1).
Λύση
α) Από το σύστηµα των εξισώσεων των π1, π2 προκύπτει ότι

x = 5 + 4z και y = −2 − 4z,

οπότε τα π1, π2 τέµνονται κατά την ευθεία ǫ µε διανυσµατική εξίσωση (ϑέτουµε z = k)

r⃗(k) = (5 + 4k,−2 − 4k, k), k ∈ R. (i)
Το επίπεδο π, που είναι κάθετο στα π1, π2, είναι κάθετο στην ευθεία ǫ, άρα και στο διάνυσµα

u⃗ = (4,−4,1),
στο οποίο είναι παράλληλη η ǫ, λόγω της (i).
`Αρα το π, που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει εξίσωση

u⃗ ⋅ r⃗ = 0
ή (4,−4,1) ⋅ (x, y, z) = 0
ή 4x − 4y + z = 0.

ϐ) Η ευθεία ǫ είναι παράλληλη στα π1, π2, οπότε ένα διάνυσµα παράλληλο µε αυτή είναι το

n⃗ = (4,−4,1)
οπότε η διανυσµατική της εξίσωση είναι

r⃗(t) = (−3,0,1) + (4,−4,1)t
`Ασκηση 6.36 `Ενα υλικό σηµείο Σ µάζας m = 2Kg κινείται κατά µήκος της ευθείας (ε) µε

διανυσµατική εξίσωση, ως προς ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Oxyz,

ǫ ∶ r⃗(t) = (−2λ − 1, λ + 1,2λ + 1), λ ∈ R
µε σταθερή ταχύτητα v = 3m

s
έτσι ώστε η τεταγµένη του y να αυξάνει.

Να υπολογιστούν τη στιγµή που το Σ διέρχεται από το σηµείο A(−1,1,1):
α) Η στροφορµή του ως προς την αρχή των αξόνων Ο.

ϐ) Η στροφορµή του ως προς το σηµείο K(2,0,−1).
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Λύση
α) Η εξίσωση της ευθείας (ε) γράφεται

r⃗(t) = (−1,1,1) + λ(−2,1,2),
οπότε η (ε) είναι παράλληλη µε το διάνυσµα

e⃗ = (−2,1,2).
Εποµένως, το µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση της ταχύτητας του Σ είναι το

ê = e⃗∣e⃗∣ = (−2,1,2)√(−2)2 + 12 + 22 = (−
2

3
,
1

3
,
2

3
),

οπότε το διάνυσµα της ταχύτητας του Σ είναι

v⃗ = vê = 3(−2
3
,
1

3
,
2

3
) = (−2,1,2).

`Ετσι, σύµφωνα µε την (4.51), η στροφορµή του ως προς την αρχή των αξόνων είναι

L⃗ = mr⃗ × v⃗

= 2(−1,1,1) × (−2,1,2)
= 2

RRRRRRRRRRRRRR
êx êy êz
−1 1 1

−2 1 2

RRRRRRRRRRRRRR= 2 [êx(1 ⋅ 2 − 1 ⋅ 1) − êy(−1 ⋅ 2 − 1(−2)) + êz(−1 ⋅ 1 − 1(−2))]
= 2 (êx + êz) (Kgr⋅m2

s
)

ϐ) Η στροφορµή του Σ ως προς το σηµείο K(2,0,−1) είναι

L⃗ =mr⃗ ′ × v⃗

όπου r⃗ ′ το διάνυσµα ϑέσης του Σ ως προς το Κ, το οποίο είναι

r⃗ ′ = ÐÐ→KA

= Ð→OA −
ÐÐ→
OK

= (−1,1,1) − (2,0,−1)= (−3,1,2)
οπότε

L⃗ = 2(−3,1,2) × (−2,1,2)
= 2

RRRRRRRRRRRRRR
êx êy êz
−3 1 2

−2 1 2

RRRRRRRRRRRRRR= 2 [êx(1 ⋅ 2 − 2 ⋅ 1) − êy(−3 ⋅ 2 − 2(−2)) + êz(−3 ⋅ 1 − 1(−2))]
= 2 (2êy − êz) (Kgr⋅m2

s
)

`Ασκηση 6.39 Να υπολογιστεί η µαγνητική δύναµη F⃗ που δέχεται ένα σωµατίδιο ϕορτίου

q = 2µC και µάζας m = 100gr που κινείται µε ταχύτητα µέτρου v = 9m
s

κατά µήκος της ευθείας

x = y = z
προς τα ϑετικά των αξόνων µέσα σε µαγνητικό πεδίο B⃗ = 2 ⋅ 10−4êz (T ).
Λύση
Η διανυσµατική εξίσωση της ευθείας (ε) είναι
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r⃗(λ) = (λ,λ,λ) = λ(1,1,1), λ ∈ R,

οπότε είναι παράλληλη µε το διάνυσµα

e⃗ = (1,1,1).
Εποµένως, το µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση της ταχύτητας είναι το

ê = e⃗∣e⃗∣ = (1,1,1)√
12 + 12 + 12

= 1√
3
(1,1,1),

οπότε το διάνυσµα της ταχύτητάς του είναι

v⃗ = vê = 9 1√
3
(1,1,1) = 3√3 (1,1,1).

`Ετσι, σύµφωνα µε την (4.52), η µαγνητική δύναµη F⃗ που δέχεται το ϕορτίο είναι

F⃗ = qv⃗ × B⃗

= 2 ⋅ 10−6 ⋅ 3√3 (1,1,1) × 2 ⋅ 10−4 (0,0,1)
= 12

√
3 ⋅ 10−10 (1,1,1) × (0,0,1)

= 12
√
3 ⋅ 10−10

RRRRRRRRRRRRRR
êx êy êz
1 1 1

0 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 12

√
3 ⋅ 10−10 (êx(1 ⋅ 1 − 1 ⋅ 0) − êy(1 ⋅ 1 − 1 ⋅ 0) + êz(1 ⋅ 0 − 0 ⋅ 1))

= 12
√
3 ⋅ 10−10 (êx − êy) (N)

`Ασκηση 6.41 Να ϐρεθεί εξίσωση του εφαπτόµενου επιπέδου στην επιφάνεια S µε καρτεσιανή

εξίσωση

z = x2 + y2
στο σηµείο της P (1,0,1).
Λύση
Το εφαπτόµενο επίπεδο π στην S στο σηµείο της P έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − p⃗) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ p⃗, (i)
όπου p⃗ = (1,0,1) το διάνυσµα ϑέσης του P και

n⃗ = ∇⃗f = (∂f
∂x

,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
)
p

(ii)
ένα διάνυσµα κάθετο στην S στο P , όπου

f(x, y, z) = x2 + y2 − z = 0
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η καρτεσιανή εξίσωση της S.

(∂f
∂x
)
p
= 2x∣x=1 = 2, (∂f

∂y
)
p

= 2y∣y=0 = 0, (∂f
∂z
)
p
= −1,

όποτε η (ii) δίνει n⃗ = (2,0,−1).
΄Ετσι, αν r⃗ = (x, y, z) οι συντεταγµένες του τυχαίου σηµείου του π, η (i) γίνεται

(2,0,−1) ⋅ (x, y, z) = (2,0,−1) ⋅ (1,0,1)
ή 2x − z = 1.

`Ασκηση 6.43 Να ϐρεθεί το διάνυσµα ϑέσης του σηµείου τοµής των ευθειών ΑΒ, Γ∆ αν τα διανύ-

σµατα ϑέσης των Α, Β, Γ, ∆ είναι a⃗, β⃗, 5a⃗, 3β⃗ αντίστοιχα, όπου a⃗, β⃗ µή παράλληλα διανύσµατα.

Λύση
Το διάνυσµα ϑέσης κάθε σηµείου της ευθείας ΑΒ που διέρχεται από τα σηµεία Α, Β µε διανύσµατα

ϑέσης a⃗, β⃗ είναι της µορφής (ϐλ. παράδ. 6.7)

r⃗ = ka⃗ + (1 − k)β⃗, k ∈ R (i)
και της Γ∆, η οποία διέρχεται από τα Γ, ∆ µε διανύσµατα ϑέσης 5a⃗, 3β⃗

r⃗ =m5a⃗ + (1 −m)3β⃗, m ∈ R (ii)
Το διάνυσµα ϑέσης του σηµείου τοµής των ΑΒ, Γ∆ πληρεί τόσο την (i) όσο και την (ii), οπότε

αντιστοιχεί στις τιµές k, m για τις οποίες

ka⃗ + (1 − k)β⃗ = 5ma⃗ + (1 −m)3β⃗
ή (k − 5m)a⃗ + (−k + 3m − 2)β⃗ = 0⃗ (iii)
Τα a⃗, β⃗ είναι µη παράλληλα διανύσµατα του επιπέδου, άρα και γραµµικώς ανεξάρτητα (ϐλ. Κε-

ϕάλαιο 7), οπότε από την (iii) προκύπτει ότι

{ k − 5m = 0

−k + 3m − 2 = 0
} ⇔ k = −5

m = −1
`Αρα, το διάνυσµα ϑέσης, p⃗, του σηµείου τοµής των ΑΒ, Γ∆ προκύπτει είτε από την (i) για k = −5
(ή από την (ii) για m = −1)

p⃗ = −5a⃗ + 6β⃗.

`Ασκηση 6.44 Οι ευθείες ǫ1, ǫ2 έχουν καρτεσιανές εξισώσεις

ǫ1 ∶ { x − z = 2
y + 3z = −1 } και ǫ2 ∶ { x + 2y + z = 4

3x + 3y + 2z = 7 }
α) Να δειχθεί ότι οι ǫ1, ǫ2 τέµνονται.

ϐ) Να ϐρεθεί το συνηµίτονο της οξείας γωνίας των ǫ1, ǫ2.

γ) Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που ορίζουν οι ǫ1, ǫ2.

Λύση
α) Θέτοντας z = t στις καρτεσιανές εξισώσεις της ǫ1 προκύπτει

x = 2 + t
y = −1 − 3t,

οπότε η ǫ1 έχει διανυσµατική εξίσωση

ǫ1 ∶ r⃗(t) = (2 + t,−1 − 3t, t), t ∈ R. (i)
Θέτοντας z = λ στις εξισώσεις της ǫ2 και λύνοντας ως προς x, y προκύπτει
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x = −λ
3
+
2

3

y = −λ
3
+
5

3
,

οπότε η ǫ2 έχει διανυσµατική εξίσωση

ǫ2 ∶ r⃗(λ) = (2
3
−
λ

3
,
5

3
−
λ

3
, λ) , λ ∈ R. (ii)

Για να τέµνονται οι ǫ1, ǫ2 πρέπει να υπάρχουν τιµές των t, λ ώστε

r⃗(t) = r⃗(λ).
2 + t = 2

3
−
λ

3

−1 − 3t = 5

3
−
λ

3

t = λ

Το σύστηµα αυτό αληθεύει για t = λ = −1, οπότε οι ǫ1, ǫ2 τέµνονται στο σηµείο (ϑέτουµε t = −1 στην(i) ή λ = −1 στην (ii))
P (1,2,−1).

ϐ) Οι (i), (ii) γράφονται,

ǫ1 ∶ r⃗(t) = (2,−1,0) + t(1,−3,1)
ǫ2 ∶ r⃗(λ) = (2

3
,
5

3
,0) + λ(−1

3
,−

1

3
,1)

οπότε οι ευθείες οι ǫ1, ǫ2 είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα

u⃗1 = (1,−3,1) και u⃗2 = (−1
3
,−

1

3
,1) .

`Αρα το συνηµίτονο της οξείας γωνίας τους είναι

cos ∣ u⃗1 ⋅ u⃗2∣u⃗1∣∣u⃗2∣ ∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1(−1

3
) + (−3) (−1

3
) + 1 ⋅ 1

√
12 + (−3)2 + 12

√
(−1

3
)2 + (1

3
)2 + 12

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 5

3√
11

√
11

3

= 5

11
.

γ) Το επίπεδο π που ορίζουν οι ǫ1, ǫ2 έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗, (iii)
όπου n⃗ διάνυσµα κάθετο στο π και a⃗ το διάνυσµα ϑέσης ενός σηµείου του π .

΄Ενα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο των ǫ1, ǫ2 είναι

u⃗ = u⃗1 × u⃗2 = (1,−3,1) × (−1
3
,−1

3
,1) = (−8

3
,−4

3
,−4

3
) = −4

3
(2,1,1)

άρα και το n⃗ = −3
4
u⃗ = (2,1,1).

΄Ενα σηµείο του π είναι το A(2,−1,0) (προκύπτει από την (i) για t = 0).

΄Ετσι ϑέτοντας r⃗ = (x, y, z) η (iii) γίνεται

(2,1,1) ⋅ (x, y, z) = (2,1,1) ⋅ (2,−1,0)
ή 2x + y + z = 3.

`Ασκηση 6.45 Να ϐρεθεί το ίχνος της καθέτου που άγεται από το σηµείο Γ(4,7,−9) προς την

ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία A(0,1,−4) και B(6,−5,−1) και η απόσταση του σηµείου Γ

από την ευθεία AB.
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Λύση
Μπορούµε, ϐεβαίως, να ακολουθήσουµε τον τρόπο του παραδ. 6.11. Στην περίπτωση αυτή όµως,

στην οποία γνωρίζουµε τις συντεταγµένες των διανυσµάτων, µπορούµε να εφαρµόσουµε την παρα-

κάτω απλούστερη διαδικασία :

Η ευθεία ǫ είναι παράλληλη µε το διάνυσµα

Ð→
AB = β⃗ − a⃗ = (6,−6,3) ή µε το u⃗ = 1

3

Ð→
AB = (2,−2,1)

και διέρχεται από το σηµείο A µε διάνυσµα ϑέσης a⃗ = (0,1,−4), οπότε έχει διανυσµατική εξίσωση

r⃗(t) = a⃗ + tu⃗ = (0,1,−4) + t(2,−2,1) = (2t,1 − 2t,−4 + t). (i)
΄Ετσι, το διάνυσµα

ÐÐ→
ΓM , όπου M τυχαίο σηµείο της ǫ, είναι

ÐÐ→
ΓM = r⃗(t) − γ⃗ = (2t,1 − 2t,−4 + t) − (4,7,−9)

= (2t − 4,−6 − 2t,5 + t).
Το ίχνος της καθέτου B αντιστοιχεί στην τιµή της παραµέτρου t για την οποία

ÐÐ→
ΓM ⊥ u⃗ ή

ÐÐ→
ΓM ⋅ u⃗ = 0 ⇔ (2t − 4,−6 − 2t,5 + t) ⋅ (2,−2,1) = 0 ⇔ 9t + 9 = 0 ή t = −1.

∆ηλαδή το ίχνος της καθέτου από το Γ στην ε είναι το σηµείο

M = (2(−1) − 4,−6 − 2(−1),5 − 1) = (−6,−4,−4),
οπότε η απόσταση του σηµείου Γ από την ευθεία ΑΒ είναι

∣ÐÐ→ΓM ∣ =√(−6 − 4)2 + (−4 − 7)2 + (−4 − (−9))2 =√246.

`Ασκηση 6.46 Να ϐρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου π που είναι κάθετο στην ευθεία

ǫ ∶ 2x + y = 5, y − 3z = 1
και διέρχεται από το σηµείο A(1,0,−1).
Λύση
Σύµφωνα µε το παράδ. 6.24, ένα διάνυσµα παράλληλο στην ευθεία ǫ είναι το

u⃗ = n⃗1 × n⃗2

όπου n⃗1 = (2,1,0) και n⃗2 = (0,1,−3), οπότε

u⃗ = (2,1,0) × (0,1,−3) = (−3,6,2).

Σχήµα 6.18 Το επίπεδο π περνάει από το σηµείο A(1,0,−1) και είναι κάθετο στην ευθεία (ǫ).
Εποµένως το επίπεδο π που διέρχεται από το σηµείο A και είναι κάθετο στην ǫ, άρα και στο

διάνυσµα u⃗, έχει εξίσωση

u⃗ ⋅ (r⃗ − a⃗) = 0 ή u⃗ ⋅ r⃗ = u⃗ ⋅ a⃗ ή (−3,6,2) × (x, y, z) = (−3,6,2) × (1,0,−1)
ή −3x + 6y + 2z = −3 ⋅ 1 − 6 ⋅ 0 + 2(−1)
ή −3x + 6y + 2z = −5.
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`Ασκηση 6.47 Η ευθεία ǫ1 διέρχεται από το σηµείο A(7,−2,3) και είναι παράλληλη µε το διά-

νυσµα u⃗ = (2,0,1), ενώ η ǫ2 διέρχεται από το B(5,−1,1) και είναι παράλληλη µε το διάνυσµα

v⃗ = (0,1,−1).
Να δειχθεί ότι οι ǫ1, ǫ2 τέµνονται και να ϐρεθεί η καρτεσιανή εξίσωσή του επιπέδου που ορίζουν.

Λύση
Οι ευθείες ǫ1, ǫ2 έχουν εξισώσεις

ǫ1 ∶ r⃗(t) = (7,−2,3) + t(2,0,1) = (7 + 2t,−2,3 + t)
ǫ2 ∶ r⃗(λ) = (5,−1,1) + λ(0,1,−1) = (5,−1 + λ,1 − λ). (i)(ii)

Για να ϐρούµε τα κοινά σηµεία των ǫ1, ǫ2 ϑέτουµε

r⃗(t) = r⃗(λ),
οπότε (7 + 2t,−2,3 + t) = (5,−1 + λ,1 − λ)
ή

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
7 + 2t = 5

−2 = −1 + λ
3 + t = 1 − λ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ή { λ = −1
t = −1 }.

ε
1

ε
2

π

A

n
r

u
r

v
r

Σχήµα 6.39 Το επίπεδο των ǫ1, ǫ2.

∆ηλαδή οι ǫ1, ǫ2 τέµνονται στο σηµείο A µε διάνυσµα ϑέσης, που προκύπτει από την (i) για t = −1,

a⃗ = (7 + 2(−1),−2,3 − 1) = (5,−2,2).
Το επίπεδο π που ορίζουν οι ǫ1, ǫ2 έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a⃗) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗, (iii)
όπου n⃗ ένα διάνυσµα κάθετο σ΄ αυτό.

΄Ενα τέτοιο διάνυσµα είναι το (ϐλ. ορισµό 4.13)

n⃗ = u⃗ × v⃗,

αφού τα u⃗, v⃗ είναι παράλληλα µε τις ǫ1, ǫ2, οι οποίες περιέχονται στο π. ∆ηλαδή

n⃗ = (2,0,1) × (0,1 − 1) = (−1,2,2),
οπότε η (iii) γίνεται(−1,2,2) ⋅ (x, y, z) = (−1,2,2) ⋅ (5,−2,2) ⇔ π ∶ −x + 2y + 2z = −5.

`Ασκηση 6.48 Οι ευθείες l1, l2 έχουν διανυσµατικές εξισώσεις

l1 ∶ x(t) = a⃗1 + tβ⃗1
l2 ∶ x(λ) = a⃗2 + λβ⃗2

όπου a⃗1, a⃗2, β⃗1, β⃗2 δεδοµένα διανύσµατα µε β⃗1, β⃗2 ≠ 0⃗.

α) Ποια συνθήκη πρέπει να πληρείται ώστε οι l1, l2 να είναι παράλληλες;

ϐ) Αν επιπλέον a⃗1 = (1,−2,0), a⃗2 = (−1,0,1) και β⃗1 = (−1,−1,1) να ϐρεθεί καρτεσιανή εξίσωση

του π.

Λύση
α) Οι ευθείες l1, l2, που είναι παράλληλες µε τα διανύσµατα β⃗1, β⃗2, είναι παράλληλες µεταξύ τους

αν β⃗1 ∥ β⃗2, δηλαδή αν (ϐλ. παρατ. 4.5)
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β⃗2 = kβ⃗1, k ∈ R ή rank(β⃗1, β⃗2) = 1.

A
1

ℓ
1 ℓ

2

A
2

π

O

1α

uur

2α

uur

β
1

r

n
r

β
2

r

Σχήµα 6.40 Οι ευθείες l1, l2.

ϐ) Τα διανύσµατα β⃗1 και
ÐÐÐ→
A1A2 είναι παράλληλα µε το π, οπότε ένα διάνυσµα κάθετο στο π είναι το

n⃗ = ÐÐÐ→A1A2 × β⃗1 = (a⃗2 − a⃗1) × β⃗1 = [(−1,0,1) − (1,−2,0)] × (−1,−1,1)
= (−2,2,1) × (−1,−1,1)
= (3,1,4).

Εποµένως, το επίπεδο π, που διέρχεται και από το σηµείο A1 µε διάνυσµα ϑέσης a⃗1, έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a1) = 0 ή n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗1
ή, αν r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης του τυχαίου σηµείου του π,

(3,1,4) ⋅ (x, y, z) = (3,1,4) ⋅ (1,−2,0).
Εποµένως, η καρτεσιανή εξίσωση του π είναι

3x + y + 4z = 1.

`Ασκηση 6.49 Να δειχθεί ότι η απόσταση του σηµείου P = (p1, p2, p3) από:

α) Το επίπεδο π1 ∶ r⃗ ⋅ n⃗ = k, k σταθερά, (i)
είναι d = ∣p⃗ ⋅ n⃗ − k∣∣n⃗∣
ϐ) Το επίπεδο π2 ∶ n1x + n2y + n3z = k (ii)
είναι d = ∣n1p1 + n2p2 + n3p3 − k∣√

n2

1
+ n2

2
+ n2

3

.

Λύση
α) Σύµφωνα µε το παράδ. 6.32, η απόσταση του Ρ από το επίπεδο π1, το οποίο έχει εξίσωση

(r⃗ − a⃗) ⋅ n⃗ = 0 ή r⃗ ⋅ n⃗ = a⃗ ⋅ n⃗ = k (i)
είναι d = ∣p⃗ ⋅ n⃗ − a⃗ ⋅ n⃗∣∣n⃗∣ = ∣p⃗ ⋅ n⃗ − k∣∣n⃗∣
ϐ) Η εξίσωση του επιπέδου π2 γράφεται στη µορφή

r⃗ ⋅ n⃗ = k,
όπου n⃗ = (n1, n2, n3), οπότε από την (i) προκύπτει ότι η απόσταση του Ρ από το π είναι

d = ∣p⃗ ⋅ n⃗ − k∣∣n⃗∣ = ∣n1p1 + n2p2 + n3p3 − k∣√
n2

1
+ n2

2
+ n2

3

.
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`Ασκηση 6.50 Να ϐρεθεί το ίχνος της κάθετης ευθείας που άγεται από το σηµείο P (1,0,1) προς

την ευθεία

ǫ ∶ x + y + z − 1 = 0, x − z = 0. (i)
Λύση
Σύµφωνα µε το παράδ. 6.11, το διάνυσµα ϑέσης του ίχνους B της καθέτου που άγεται από το

σηµείο P µε διάνυσµα ϑέσης p⃗ προς την ευθεία ǫ που είναι παράλληλη µε το διάνυσµα u⃗ είναι

β⃗ = a⃗ + (p⃗ − a⃗) ⋅ u⃗∣u⃗∣2 u⃗, (i)
όπου a⃗ το διάνυσµα ϑέσης ενός σηµείου της ǫ και p⃗ το διάνυσµα ϑέσης του P , οπότε ϑέτοντας z = t
και λύνοντας ως προς x, y τις (i), προκύπτει

x = z = t και y = 1 − x − z = 1 − 2t,
οπότε η ǫ έχει διανυσµατική εξίσωση

r⃗(t) = (x, y, z) = (t,1 − 2t, t) = (0,1,0) + t(1,−2,1).
Εποµένως ένα σηµείο της ǫ είναι το A = (0,1,0) και ένα διάνυσµα παράλληλο µε αυτή το u⃗ =(1,−2,1). Αντικαθιστώντας στην (i) προκύπτει

β⃗ = (0,1,0) + 4

6
(1,−2,1) = (2

3
,
1

3
,
2

3
).

Η απόσταση του P από την ǫ είναι

d(P, ǫ) = ∣Ð→PB∣ = ∣β⃗ − p⃗∣ =
√
(2
3
− 1)2 + (−1

3
− 0)2 + (2

3
− 1)2 = √3

3
.

`Ασκηση 6.51 Να δειχθεί ότι το εφαπτόµενο επίπεδο στη σφαίρα S, που έχει κέντρο το σηµείο

K = (k1, k2, k3) και ακτίνα R, στο σηµείο της A(a1, a2, a3), έχει καρτεσιανή εξίσωση

(a1 − k1)(x − a1) + (a2 − k2)(y − a2) + (a3 − k3)(z − a3) = 0.

Λύση
Η σφαίρα S έχει καρτεσιανή εξίσωση

f(x, y, z) = (x − k1)2 + (y − k2)2 + (z − k3)2 −R2 = 0, (i)
οπότε, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 14.4, ένα διάνυσµα κάθετο στην S στο σηµείο της A(a1, a2, a3)
είναι το

Σχήµα 6.41 Εφαπτόµενο επίπεδο σφαίρας

m⃗ = ( ∂f
∂x
∣
A
,
∂f

∂y
∣
A

,
∂f

∂z
∣
A
) (ii)

Από την (i) προκύπτει
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(∂f
∂x
)
A
= 2(x − k1)∣x=a1 = 2(a1 − k1)

(∂f
∂y
)
A

= 2(y − k2)∣y=a2 = 2(a2 − k2)
(∂f
∂z
)
A
= 2(z − k3)∣z=a3 = 2(a3 − k3)

οπότε η (ii) δίνει m⃗ = (2(a1 − k1),2(a2 − k2),2(a3 − k3)).
Εποµένως, και το διάνυσµα

n⃗ = 1

2
m⃗ = (a1 − k1, a2 − k2, a3 − k3)

είναι κάθετο στην S στο σηµείο A.

΄Ετσι το εφαπτόµενο επίπεδο στην S στο σηµείο A = (a1, a2, a3) έχει εξίσωση

n⃗ ⋅ (r⃗ − a⃗) = 0 ⇔ n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗
ή (a1 − k1)x + (a2 − k2)y + (a3 − k3)z = a1(a1 − k1) + a2(a2 − k2) + a3(a3 − k3).
ή (a1 − k1)(x − a1) + (a2 − k2)(y − a2) + (a3 − k3)(z − a3) = 0.

`Ασκηση 6.52 Να ϐρεθούν τα κέντρα των σφαιρών S που έχουν ακτίνα r = 3√14 και εφάπτονται

του επιπέδου

π ∶ 3x − y + 2z + 6 = 0
στο σηµείο τους A(1,9,0).
Λύση
Τα κέντρα K των σφαιρών S είναι σηµεία της κάθετης ευθείας ǫ στο επίπεδο π στο A.

Η ǫ έχει διανυσµατική εξίσωση

r⃗(t) = a⃗ + tn⃗, t ∈ R, (i)
όπου a⃗ = (1,9,0) το διάνυσµα ϑέσης του A και n⃗ ένα διάνυσµα κάθετο στο π. Από την εξίσωση του

π προκύπτει ότι ένα τέτοιο διάνυσµα είναι το n⃗ = (3,−1,2), οπότε η (i) γίνεται

r⃗(t) = (1,9,0) + t(3,−1,2) = (1 + 3t,9 − t,2t), t ∈ R.

Επειδή το Κ είναι σηµείο της ευθείας (ǫ), το διάνυσµα ϑέσης του u⃗ δίνεται από τη σχέση αυτή για

κάποια τιµή της t, την οποία αρκεί να ϐρούµε

u⃗ = (1 + 3t,9 − t,2t), t ∈ R, (ii)
Επειδή το K είναι το κέντρο της σφαίρας S, η απόστασή του από το σηµείο επαφής A της S µε το

επίπεδο π είναι ίση µε την ακτίνα r,

(AK) = r ή ∣ÐÐ→AK ∣2 = r2. (iii)
ÐÐ→
AK = u⃗ − a⃗ = (1 + 3t − 1,9 − t − 9,2t − 0) = (3t,−t,2t),

οπότε η (iii) γίνεται

(3t)2 + (−t)2 + (2t)2 = (3√14)2 ⇔ 14t2 = 14 ⋅ 32t1,2 = ±3.

Αντικαθιστώντας τις τιµές αυτές στην (ii) προκύπτει ότι τα κέντρα των Ϲητούµενων σφαιρών είναι

τα σηµεία

K1 = (10,6,6) και K2 = (−8,12,−6).
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`Ασκηση 6.53 Να ϐρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση του εφαπτοµένου επιπέδου στο σηµείο A(0,−1,2)
της επιφάνειας S µε καρτεσιανή εξίσωση

x2 + 4y2 − z2 − 2x + 4y + 6z − 8 = 0
Λύση

΄Ενα διάνυσµα κάθετο στην S στο σηµείο A είναι το (ϐλ. Παρατήρηση 14.4)

m⃗ = ( ∂f
∂x
∣
A
,
∂f

∂y
∣
A

,
∂f

∂z
∣
A
),

όπου f(x, y, z) = x2 + 4y2 − z2 − 2x + 4y + 6z − 8.

∂f

∂x
∣
A
= 2x − 2∣x=0 = −2

∂f

∂y
∣
A

= 8y + 4∣y=−1 = −4
∂f

∂z
∣
A
= −2z + 6∣z=2 = 2,

οπότε το διάνυσµα m⃗ = (−2,−4,2), άρα και το n⃗ = −1
2
m⃗ = (1,2,−1) , είναι κάθετο στην S στο A.

Εποµένως, η εξίσωση του π είναι

n⃗ ⋅ r⃗ = n⃗ ⋅ a⃗, (i)
όπου a⃗ = (0,−1,2) το διάνυσµα ϑέσης του σηµείου επαφής A και r⃗ = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης

του τυχαίου σηµείου (x, y, z) του π.

Η (i) γράφεται (1,2,−1) ⋅ (x, y, z) = (1,2,−1) ⋅ (0,−1,2),
οπότε το π έχει καρτεσιανή εξίσωση

x + 2y − z = −4.

`Ασκηση 6.54 Να ϐρεθεί καρτεσιανή εξίσωση της σφαίρας που είναι οµόκεντρη µε τη σφαίρα

S ∶ x2 + y2 + z2 − 4x + 6y + 8 = 0 (i)
και εφάπτεται του επιπέδου

π ∶ x + 2y − 3z − 1 = 0.

Λύση
Η (i) γράφεται (ϐλ. παράδ. 6.42)

x2 − 2 ⋅ 2x + 22 + y2 + 2 ⋅ 3y + 32 + z2 = −8 + 22 + 32
ή (x − 2)2 + (y + 3)2 + z2 = 5.

Εποµένως η σφαίρα S έχει κέντρο το σηµείο K(2,−3,0) και ακτίνα R =√5.

Η Ϲητούµενη σφαίρα S′, που είναι οµόκεντρη µε την S, έχει κέντρο το σηµείο K και εφάπτεται

του επιπέδου π. Εποµένως, η ακτίνα της R′ είναι ίση µε την απόσταση του κέντρου της K από το

επίπεδο π, η οποία, σύµφωνα µε το παράδ. 6.;, είναι

r′ = d(K,π) = ∣1 ⋅ 2 + 2(−3) − 3 ⋅ 0 − 1∣√
12 + 22 + (−3)2 = 5√

14
.

Εποµένως η εξίσωση της Ϲητούµενης σφαίρας είναι

(x − 2)2 + (y + 3)2 + z2 = ( 5√
14
)2 = 25

14
.
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Κεφάλαιο 7

∆ιανυσµατικοί χώροι

`Ασκηση 7.1 Να ϐρεθούν τα διανύσµατα x⃗, y⃗ ενός πραγµατικού διανυσµατικού χώρου V

ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗ αν

3(x⃗ − a⃗) + 2(y⃗ − β⃗) = γ⃗

2(x⃗ + a⃗) − (y⃗ + β⃗) = δ⃗.

(ii)(iii)
Λύση
Εφαρµόζουµε ιδιότητες διανυσµατικών χώρων.

Πολλαπλασιάζοντας την (iii) επί δύο και προσθέτοντας κατά µέλη µε την (ii), προκύπτει

3x⃗ − 3a⃗ + 2y⃗ − 2β⃗ + 4x⃗ + 4a⃗ − 2y⃗ − 2β⃗ = γ⃗ + 2δ⃗,

ή 7x⃗ = −a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗,
οπότε

x⃗ = 1

7
(−a⃗ + 4β⃗ + γ⃗ + 2δ⃗) = −1

7
a⃗ +

4

7
β⃗ +

1

7
γ⃗ +

2

7
δ⃗.

΄Ετσι, η (iii) δίνει

y⃗ = 2x⃗ + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗

= 2(−1
7
a⃗ +

4

7
β⃗ +

1

7
γ⃗ +

2

7
δ⃗) + 2a⃗ − β⃗ − δ⃗

ή y⃗ = 12

7
a⃗ +

1

7
β⃗ +

2

7
γ⃗ −

3

7
δ⃗.

`Ασκηση 7.2 Να δειχθεί ότι

span (v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4, v⃗5, v⃗6) = R5

όπου

v1 = (1,0,0,1,0), v⃗2 = (0,1,0,0,0), v⃗3 = (0,0,1,−1,0), v⃗4 = (0,0,0,0,1),
v⃗5 = (1,0,0,0,−1), v⃗6 = (0,1,1,1,0).

Λύση
Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4, v⃗5, v⃗6 είναι

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1

1 0 −1 0 0 1

0 0 0 1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η µεγαλύτερη διάσταση τετραγωνικού υποπίνακα του P είναι 5. Το ανάπτυγµα της ορίζουσας του
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υποπίνακα του P , που προκύπτει αν παραλείψουµε την τελευταία στήλη του,

P1 =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1 0 −1 0 0

0 0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
ως προς τα στοιχεία της δεύτερης στήλης της προκύπτει

P1 = 1
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 1

0 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της προκύπτει

P1 = −
RRRRRRRRRRRRRR
1 0 1

0 1 0

1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας τέλος το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της

προκύπτει

P1 = −1 ∣ 0 1

1 −1
∣ = −1 ⋅ (−1) = 1 ≠ 0,

οπότε rank(P ) = 5.

Εποµένως,

span (v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4, v⃗5, v⃗6) = R5.

`Ασκηση 7.3 Για ποιες τιµές των k,λ τα διανύσµατα

ǫ⃗1 = (1,0,1,0), ǫ⃗2 = (0,1,0,1), ǫ⃗3 = (k,1,0,0), ǫ⃗4 = (0,0, λ,0).
αποτελούν µία ϐάση του R4;

Λύση
Τα διανύσµατα αυτά αποτελούν µία ϐάση του R4 αν

detA = 0
όπου A = [ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3, ǫ⃗4]
ο πίνακας των ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3, ǫ⃗4

detA = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 k 0

0 1 1 0

1 0 0 λ

0 1 0 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ 1

RRRRRRRRRRRRRR
1 k 0

0 1 0

1 0 λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ 1λ ∣ 1 k

0 1
∣ = 0 ⇔ λ = 0

Εποµένως, τα διανύσµατα ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 και ǫ⃗4 αποτελούν µία ϐάση του R4 αν και µόνο αν λ ≠ 0.

`Ασκηση 7.4 Για τους διανυσµατικούς υποχώρους του R3

U = {(x, y, z) ∶ 2x + y − z = 0} και V = {(x, y, z) ∶ x − y = 0}
α) Να ϐρεθούν η διάσταση και µια ϐάση των :

i) U, ii) V και iii) U ∩ V .

ϐ) Να ϐρεθούν συµπληρωµατικοί των διανυσµατικών υποχώρων:

i)U, ii)U ∩ V .
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Λύση
α) i) Ο U γράφεται

U = {(x, y, z) ∶ 2x + y − z = 0}
= {(x, y, z) ∶ z = 2x + y}
= {(x, y,2x + y), x, y ∈ R}
= {x(1,0,2) + y(0,1,1), x, y ∈ R}
= span [(1,0,2), (0,1, 1)]

Τα διανύσµατα u⃗1 = (1,0,2), u⃗2 = (0,1,1) είναι προφανώς µη παράλληλα, οπότε και γραµµικώς

ανεξάρτητα. `Αρα,

dim(U) = 2,

και µια ϐάση του V είναι τα διανύσµατα u⃗1, u⃗2.

ii) Ο V γράφεται

V = {(x, y, z) ∶ x − y = 0}
= {(x,x, z), x, y ∈ R}
= {x(1,1,0) + z(0,0,1), x, z ∈ R}
= span [(1,0,0), (0,0, 1)]

Τα διανύσµατα (1,0,0), (0,0, 1) είναι προφανώς µη παράλληλα, οπότε και γραµµικώς ανεξάρτητα.

`Αρα,

dim(V ) = 2,

και µια ϐάση του είναι τα διανύσµατα (1,0,0), (0,0,1).
iii) Αν u⃗ ∈ (U ∩ V ),

u⃗ ∈ A και u⃗ ∈ B,

οπότε

u⃗ = k(1,0,2) + l(0,1,1) και u⃗ =m(1,0,0) + n(0,0,1),
Εποµένως

k(1,0,2) + l(0,1,1)u =m(1,0,0) + n(0,0,1)
ή (k, l,2k + l) = (m,0, n)
ή k =m, l = 0, 2k + l = n.

Από το σύστηµα αυτό εύκολα προκύπτει ότι

m = k, l = 0, n = 2k
οπότε

u⃗ = (k,0,2k) = k(1,0,2), k ∈ R.

Εποµένως,

U ∩ V = {k(1,0,2), k ∈ R} = span(1,0,2).
`Αρα,

dim(U ∩ V ) = 1
και µία ϐάση του U ∩ V είναι το διάνυσµα (1,0,2).
ϐ) i) Επεκτείνουµε την ϐάση u⃗1 = (1,0,2), u⃗2 = (0,1,1) του U σε ϐάση του R3 προσθέτοντας το

διάνυσµα u⃗3 = (1,0,0).
Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων u⃗1, u⃗2, u⃗3 είναιRRRRRRRRRRRRRR

1 0 1

0 1 0

2 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 0 1

2 1
∣ = −2 ≠ 0,
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οπότε τα u⃗1, u⃗2, u⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.

`Αρα, ένας συµπληρωµατικός του διανυσµατικού υποχώρου U είναι ο

U ′ = span(u⃗3) = span(1,0,0).
ii) Επεκτείνουµε τη ϐάση a⃗1 = (1,0,2) του U ∩ V σε ϐάση του R3 προσθέτοντας τα διανύσµατα

a⃗2 = (0,1,0) και a⃗3 = (0,0,1).
Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων a⃗1, a⃗2, a⃗3 είναιRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0

0 1 0

2 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 1 0

0 1
∣ = 1 ≠ 0

οπότε τα a⃗1, a⃗2, a⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.

`Αρα, ένας συµπληρωµατικός του διανυσµατικού υποχώρου U ∩ V είναι ο(U ∩ V )′ = span(a⃗2, a⃗3) = span [(0,1,0), (0,0, 1)].
`Ασκηση 7.5 Να δειχθεί ότι το σύνολο των λύσεων του συστήµατος

x − 4y + 3z = 0

x + 3y − 2z = 0

είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3 και να ϐρεθεί η διάσταση και µία ϐάση του.

Λύση
Θέτοντας z = k, το σύστηµα γίνεται

x − 4y = −3k
x + 3y = 2k

Αφαιρώντας τις εξισώσεις αυτές κατά µέλη προκύπτει

3y − (−4y) = 2k − (−3k) ⇔ 7y = 5k ⇔ y = 5k

7

οπότε

x = 4y − 3k = 45k
7
− 3k = −1

7
k

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος είναι το σύνολο

A = {(x, y, z) ∶ x = −1
7
k, y = 5

7
k, z = k, k ∈ R}

το οποίο είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3 διάστασης 1.

Μία ϐάση του είναι το (ϑέτουµε k = 7)

v⃗1 = (−1,5,7)
`Ασκηση 7.6 Να ϐρεθούν για τον πίνακα A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 −1 3

−2 −4 2 −6
0 0 1 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Ο ϐαθµός του.

ϐ) Μια ϐάση του πυρήνα του ker(A).
γ) Μια ϐάση του διανυσµατικού χώρου V1 που παράγεται από τα διανύσµατα-στήλες του Α.

δ) Μια ϐάση του διανυσµατικού χώρου V2 που παράγεται από τα διανύσµατα-γραµµές του Α.

Λύση
α) ΄Ολες οι 3×3 υποορίζουσες του A προκύπτουν 0 και υπάρχει µη µηδενική υποορίζουσα δεύτερης

τάξης, π.χ. η

λ ∣ 2 −6
1 5

∣ = 16 ≠ 0
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οπότε rank(A) = 2
ϐ) Ο πυρήνας της A είναι το σύνολο των διανυσµάτων v⃗ = (x1, x2, x3, x4) ∈ R (αφού ο A είναι

πίνακας µίας γραµµικής απεικόνισης f ∶ R4 → R3) µε

Av⃗ = 0
Επειδή rank(A) = 2, για να λύσουµε το οµογενές αυτό σύστηµα, ϐρίσκουµε τους δύο αγνώστους

(π.χ τους x3 και x4 που αντιστοιχούν σε µη µηδενική υποορίζουσα οτυ A) συναρτήσει των άλλων

δύο.

Θεωρούµε τις δύο τελευταίες εξισώσεις του συστήµατος

−2x1 − 4x4 + 2x3 − 6x4 = 0

x3 + 5x4 = 0

και λύνουµε το σύστηµά τους. Η δεύτερη γράφεται

x3 = −5x4
παίρνουµε

2(−5x4) − 6x4 = 2x1 + 4x2 ⇔ −16x4 = 2x1 + 4x2 ⇔ x4 = −1
8
x1 −

1

4
x2

και

x3 = −5x4 = −5(−1
8
x1 −

1

4
x2) = 5

8
x1 +

5

4
x2

Εποµένως,

ker(A) = {(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, 5
8
x1 +

5

4
x2,−

1

8
x1 −

1

4
x2), x1, x2 ∈ R

= { x1(1,0, 5
8
,−

1

8
) + x2(0,1, 5

4
,−

1

4
), x1, x2 ∈ R

= span{(1,0, 5
8
,−

1

8
), (0,1, 5

4
,−

1

4
)}

οπότε µία ϐάση του ker(A) είναι τα διανύσµατα

v⃗1 = (1,0, 5
8
,−

1

8
) και v⃗2 = (0,1, 5

4
,−

1

4
)

γ) Αφού rank(A) = 2, δύο από τα διανύσµατα στήλες του είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτε-

λούν ϐάση του διανυσµατικού χώρου. Μία τέτοια ϐάση είναι τα διανύσµατα της τρίτης και τέταρτης

στήλης του A

v⃗3 = (−1,2,1) και v⃗4 = (3,−6,5)
τα οποία αντιστοιχούν σε µη µηδενική υποορίζουσα του πίνακα A.

δ) Θεωρώντας τα διανύσµατα

u⃗1 = (1,2,−1,3), u⃗2 = (−2,−4,2,−6) και u⃗3 = (0,0,1,5)
των γραµµών του A, ο πίνακάς τους είναι

B = [u⃗1, u⃗2, u⃗3] = AT

Επειδή, σύµφωνα µε τον Ορισµό του ϐαθµού πίνακα,

rank(AT ) = rank(A) = 2,
η διάσταση του διανυσµατικού χώρου που παράγεται από τα u⃗1, u⃗2, u⃗3 είναι 2 και µία ϐάση του

είναι τα διανύσµατα u⃗2 και u⃗3 που αντιστοιχούν σε µη µηδενική υποορίζουσα B.

`Ασκηση 7.7 Να εξεταστεί αν τα σύνολα A = {(x, y, z) ∶ x−y−z = 0} και V = {(x, y, z) ∶ y = x3}
είναι διανυσµατικοί υποχώροι του R3 και αν είναι να ϐρεθούν συµπληρωµατικοί υποχώροι τους.

Λύση
Για κάθε v⃗1 = (x1, y1, z1) και v⃗2 = (x2, y2, z2) του A ισχύει
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z1 = x1 − y1 και z2 = x2 − y2
οπότε

v⃗1 + v⃗2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)
= (x1 + x2, y1 + y2, x1 − y1 + x2 − y2)
= (x1 + x2, y1 + y2, x1 + x2 − (y2 + y1))
= (x, y, x − y), x, y ∈ R

΄Αρα v⃗1 + v⃗2 ∈ A
Επίσης, για κάθε λ ∈ R και v⃗1 = (x1, y1, z1) του A ισχύει

λv⃗1 = λ(x1, y1, x1 − y1) = (λx1, λy1, λx1 − λy1)
= (x, y, x − y), x, y ∈ R

οπότε λv⃗1 ∈ A
Εποµένως, το A είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3.

Ο A γράφεται

A = {(x, y, x − y) = x(1,0,1) + y(0,1,−1), x, y ∈ R
= span{(1,0,1), (0,1,−1)}

οπότε dim(A) = 2
και µία ϐάση του είναι τα διανύσµατα

v⃗1 = (1,0,1) και v⃗2 = (0,1,−1)
Θεωρώντας το διάνυσµα v⃗3 = (1,0,0) η ορίζουσα του πίνακα B των v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι

det(B) =
RRRRRRRRRRRRRR
1 0 1

0 1 0

1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= ∣ 1 1

1 0
∣ = −1 ≠ 0,

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 αποτελούν µία ϐάση του R3.

Εποµένως, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του A είναι ο

A′ = spanv⃗3 = {k(1,0,0) = (k,0,0), k ∈ R}
Ο V δεν είναι διανυσµατικός υποχώρος, διότι υπάρχουν

v⃗1 = (x1, x31, z1) και v⃗2 = (x2, x32, z2)
µε v⃗1 + v⃗2 = (x1 + x2, x31 + x32, z1 + z2)
όπου x31 + x

3

2 ≠ (x1 + x2)3
οπότε, υπάρχουν v⃗1, v⃗2 ∈ V µε (v⃗1 + v⃗2) ∉ V.

`Ασκηση 7.10 Ο διανυσµατικός υποχώρος U του R4 παράγεται από τα διανύσµατα

u⃗1 = (1,−2,3,−1), u⃗2 = (2,−1,4,5)
και ο V από τα

v⃗1 = (1,1,2,3), v⃗2 = (4,−2,9,7), v⃗3 = (5,−1,11,10).
Να ϐρεθούν :

α) Η διάσταση και µια ϐάση του U + V .

ϐ) Η διάσταση του U ∩ V .

γ) Αν το U +W είναι ευθύ άθροισµα.

δ) Μια ϐάση του διανυσµατικού υποχώρου U ∩ V .
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Λύση
α) Παρατηρούµε ότι

v3 = v1 + v2
οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.

Τα v⃗1, v⃗2 είναι µη παράλληλα (διότι v⃗1 ≠ kv⃗2, k ∈ R), άρα και γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν

µια ϐάση του V και

V = span(v⃗1, v⃗2).
Επίσης τα u⃗1, u⃗2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (διότι u⃗1 ≠ ku⃗2, k ∈ R), οπότε

U = span(u⃗1, u⃗2).
Εποµένως

dim(U + V ) = rank(A),
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 1 4

−2 −1 1 −2
3 4 2 9

−1 5 3 7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, u⃗1, u⃗2.

Επειδή

∣A∣ = 0 και

RRRRRRRRRRRRRR
1 2 1

−2 −1 1

3 4 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 3 ≠ 0,

rank(A) = 3,

οπότε

dim(U + V ) = 3
και µια ϐάση του U +V είναι τα διανύσµατα (αντιστοιχούν στην παραπάνω µη µηδενική ορίζουσα).

u⃗1 = (1,−2,3,−1), u⃗2 = (2,−1,4,5), v⃗1 = (1,1,2,3).
ϐ) Από την εξίσωση διάστασης προκύπτει ότι

dim(U ∩ V ) = dim(U) + dim(V ) − dim(U + V ) = 2 + 2 − 3 = 1.

γ) Το U + V δεν είναι ευθύ άθροισµα, διότι U ∩ V ≠ {0⃗} (αφού dim(U ∩ V ) ≠ 0).

δ) Αν a⃗ ∈ (U ∩ V ),
a⃗ ∈ U και a⃗ ∈ V ,

οπότε

a⃗ = ku⃗1 + lu⃗2 και u⃗ =mv⃗1 + nv⃗2,

ή k(1,−2,3,−1) + l(2,−1,4,5)u =m(1,1,2,3) + n(4,−2,9,7)
ή (k + 2l,−2k − l,3k + 4l,−k + 5l) = (m + 4n,m − 2n,2m + 9n,3m + 7n)
οπότε

k + 2l = m + 4n
−2k − l = m − 2n
3k + 4l = 2m + 9n
−k + 5l = 3m + 7n

Προκύπτει λοιπόν το οµογενές σύστηµα

k + 2l −m − 4n = 0

−2k − l −m + 2n = 0

3k + 4l − 2m − 9n = 0

−k + 5l − 3m − 7n = 0

του οποίου ο πίνακας
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A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −1 −4
−2 −1 −1 2

3 4 −2 −9
−1 5 −3 −7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει ορίζουσα ∣A∣ = 0 και

rank(A) = 3
οπότε ϐρίσκουµε, σύµφωνα µε την πρότ. 3.15 και 3.13, τους τρεις αγνώστους (π.χ k, l,m) συναρ-

τήσει του τετάρτου (n),

k = n, l = n, m = −n.

Εποµένως,

U ∩ V = {(n,n,−n,n)} = {n(1,1,−1,1), n ∈ R} = span(1,1,−1,1).
`Ασκηση 7.11 Για τους διανυσµατικούς υποχώρους του R4

V1 = [(2,3,1,1), (−1,2, 3,−1), (0, 7, 7,−1)]
V2 = {(x1, x2, x3, x4) ∶ x1 − x2 + x3 = 0}

α) Να δειχθεί ότι ο V1 είναι υποχώρος του V2.

ϐ) Να ϐρεθεί ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του V1.

Λύση
α) Ο ϐαθµός του πίνακα

A = [v⃗1, v⃗2, v⃗3] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 0

3 2 7

1 3 7

1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 2, διότι όλες οι 3×3 υποορίζουσές του είναι µηδέν και υπάρχει µη µηδενική 2×2 υποορίζουσα,

οπότε

dim(V1) = 2
και

V1 = span(v⃗1, v⃗2) = span [(2,3,1,1), (−1,2,3,−1)].
Επίσης

V2 = {(x1, x2, x3, x4) ∶ x1 = x2 − x3}
= {(x2 − x3, x2, x3, x4), x1, x2, x3, x4 ∈ R}
= {x2(1,1,0,0) + x3(−1,0,1,0) + x4(0,0,0,1), x1, x2, x3, x4 ∈ R}
= span [(1,1,0,0), (−1,0,1,0), (0,0,0,1)]

Για να είναι V1 ⊆ V2 πρέπει

v⃗1 ∈ V2 και v⃗2 ∈ V2.

v⃗1 ∈ V2 ⇔ (2,3,1,1) = k(1,1,0,0) + λ(−1,0,1,0) +m(0,0,0,1)
⇔ (k − λ,k,λ,m) = (2,3,1,1)
⇔ k − λ = 2, k = 3, λ = 1, m = 1
⇔ k = 3, λ = 1, m = 1

οπότε

v⃗1 ∈ V2.
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v⃗2 ∈ V2 ⇔ (−1,2,3,−1) = k(1,1,0,0) + λ(−1,0,1,0) +m(0,0,0,1)
⇔ (k − λ,k,λ,m) = (−1,2,3,−1)
⇔ k − λ = −1, k = 2, λ = 3, m = −1
⇔ k = 2, λ = 3, m = −1

οπότε

v⃗2 ∈ V2.

Εποµένως

V1 ⊆ V2.

ϐ) Επεκτείνουµε την ϐάση v⃗1 = (2,3,1,1), v⃗2 = (−1,2,3,−1) του V1 σε ϐάση του R4 προσθέτοντας

τα διανύσµατα

v⃗4 = (1,0,0,0) και v⃗5 = (0,1,0,0).
Η ορίζουσα του πίνακα των v⃗1, v⃗2, v⃗4, v⃗5 είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

2 −1 1 0

3 2 0 1

1 3 0 0

1 −1 0 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −4 ≠ 0

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗4, v⃗5 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R4.

Εποµένως, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του V1 είναι ο

V ′
1
= span(v⃗4, v⃗5) = span [(1,0,0,0), (0,1,0,0)].

`Ασκηση 7.13 ΄Εστω ο διανυσµατικός υποχώρος του R4

V = [(1,1,3,2), (−1, 3,1, 2), (1,−4,−2,−3)].
α) Να ϐρεθούν οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν τα k, l,m ώστε το διάνυσµα

u⃗ = (0, k, l,m) να ανήκει στον V .

ϐ) Να αποδειχθεί ότι το σύνολο

U = {(0, k, l,m), k, l,m ∈ R}
είναι διανυσµατικός υποχώρος του R4 και να ϐρεθεί µια ϐάση του.

Λύση
α) Ο ϐαθµός του πίνακα

A = [v⃗1, v⃗2, v⃗3] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 1

1 3 −4
3 1 −2
2 2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 2, διότι όλες οι 3 × 3 ορίζουσές του είναι µηδέν και υπάρχει µη µηδενική 2 × 2 υποορίζουσα,

οπότε

dim(V ) = 2
και

V = span(v⃗1, v⃗2) = span [(1,1,3,2), (−1, 3, 1,2)].
Για να είναι u⃗ ∈ V πρέπει

v⃗ = xv⃗1 + yv⃗2, x, y ∈ R
ή (0, k, l,m) = x(1,1,3,2) + y(−1,3,1,2)
ή (0, k, l,m) = (x − y,x + 3y,3x + y,2x + 2y).
Πρέπει λοιπόν να έχει λύση ως προς x, y το σύστηµα
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x − y = 0

x + 3y = k

3x + y = l

2x + 2y = m

Ο πίνακας του συστήµατος αυτού είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1
1 3

3 1

2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και ο επαυξηµένος

A∣B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0

1 3 k

3 1 l

2 2 m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή

rank(A) = 2
πρέπει

rank(A∣B) = 2
οπότε πρέπει όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του A∣B να είναι µηδέν, δηλαδή

A1 =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 0

1 3 k

3 1 l

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 3 k

1 l
∣ − (−1) ∣ 1 k

3 l
∣

= −4k + 4l = 0
⇔ l = k

A2 =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 0

1 3 k

2 2 m

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 3 k

2 m
∣ − (−1) ∣ 1 k

2 m
∣

= 4m − 4k = 0
⇔ m = k
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A3 =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 0

3 1 l

2 2 m

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 1 l

2 m
∣ − (−1) ∣ 3 l

2 m
∣

= 4m − 4l = 0
⇔ m = l

A4 =
RRRRRRRRRRRRRR
1 3 k

3 1 l

2 2 m

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 1 l

2 m
∣ − 3 ∣ 3 l

2 m
∣ + k ∣ 3 1

2 2
∣

= −8m + 4l + 4k = 0
Οι τρείς πρώτες εξισώσεις δίνουν

m = l = k
και η τέταρτη αληθεύει για τις τιµές αυτές, οπότε οι Ϲητούµενες συνθήκες είναι

m = l = k
ϐ) Το σύνολο

U = {(0, k, l,m)} = {(0, k, k, k), k ∈ R} = span(0,1,1,1)
είναι διανυσµατικός υποχώρος του R4 και µια ϐάση του είναι το διάνυσµα (0,1,1,1).
`Ασκηση 7.14 ∆ίνονται οι διανυσµατικοί υποχώροι του R4

U1 = {(x, y, z) ∶ x + y + z = 0} και U2 = {(x, y, z) ∶ x = y = z

m
, m ≠ 0}.

α) Να ϐρεθεί µία ϐάση για καθένα από τους υποχώρους

U1,U2,U1 ∩U2 και U1 +U2.

ϐ) Πότε ισχύει U1 ⊕U2 = R3;

Λύση
α) Ο U1 γράφεται

U1 = {(x, y, z) ∶ z = −x − y} = {(x, y,−x − y), x, y ∈ R}
= {x(1,0,−1) + y(0,1,−1), x, y ∈ R}
= span{(1,0,−1), (0,1,−1)}

οπότε dim(U1) = 2
και µία ϐάση του U1 είναι τα διανύσµατα

u⃗1 = (1,0,−1) και u⃗2 = (0,1,−1)
Ο U2 γράφεται

U2 = {( z
m
,
z

m
,z), z ∈ R} = { z

m
(1,1,m), z ∈ R}

= span{(1,1,m)}
οπότε dim(U2) = 1
και µία ϐάση του U2 είναι το διάνυσµα
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u⃗3 = (1,1,m)
΄Εστω u⃗ ∈ U1 ∪U2, οπότε

u⃗ ∈ U1 και u⃗ ∈ U2

΄Ετσι,

u⃗ = k(1,0,−1) + λ(0,1,−1)
και

u⃗ = p(1,1,m)
οπότε

k(1,0,−1) + λ(0,1,−1) = p(1,1,m)
ή (k,λ,−k − λ) = (p, p, pm)
΄Ετσι, προκύπτουν οι σχέσεις

k = p

λ = p

−k − λ = pm

Αντικαθιστώντας από τις δύο πρώτες εξισώσεις στην τρίτη παίρνουµε

−p − p = pm ⇔ p(m + 2) = 0
Η σχέση αυτή για m ≠ −2 αληθεύει για p = 0, αλλά τότε

k = λ = 0
οπότε στην περίπτωση αυτή u⃗ = 0 και

U1 ∩U2 = 0⃗
Αν m = −2, το σύστηµα ως προς k,λ και p έχει τις λύσεις

K = p, λ = p, p ∈ R
οπότε στην περίπτωση αυτή (m = −2).

U1 ∩U2 = span(u⃗3) = span(1,1,−2)
Υπολογίζουµε τον ϐαθµό του πίνακα B των διανυσµάτων u⃗1, u⃗2 και u⃗3,

B = [u⃗1 u⃗2 u⃗3] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 1 1

−1 −1 m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η ορίζουσα του B είναι

det(B) = ∣ 1 1

−1 m
∣ − 1 ∣ 0 1

1 1
∣ =m + 1 + 1 =m + 2

΄Αρα, αν m + 2 ≠ 0 ⇔ m ≠ −2
det(B) ≠ 0

και rank(B) = 3
οπότε στην περίπτωση αυτή τα u⃗1, u⃗2 και u⃗3, είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µία ϐάση

του R3.

Εποµένως, αν m ≠ −2,
U1 +U2 = R3

∆είξαµε επίσης ότι

U1 ∩U2 = 0⃗
οπότε στην περίπτωση αυτή (m ≠ −2) το άθροισµα U1 +U2 είναι ευθύ,

U1 ⊕U2 = R3

Στην περίπτωση m = −2,
rank(B) = 2,
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οπότε τα διανύσµατα u⃗1, u⃗2 και u⃗3 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα

rank(U1 +U2) = rank(B) = 2
Στην περίπτωση αυτή (m = −2) µία ϐάση του U1 +U2 είναι τα u⃗1, u⃗2 (που είναι γραµµικώς ανεξάρ-

τητα).

Εποµένως, για m = −2,
U1 +U2 = U1

ϐ) Σύµφωνα µε το (α),

U1 ⊕U2 = R3

αν και µόνο αν m ≠ −2
`Ασκηση 7.15 Να εξεταστεί αν :

α) Ο διανυσµατικός υποχώρος V1 του R4 που παράγεται από τα διανύσµατα a⃗ = (3,−1,1,1)
και β⃗ = (4,−1,0,2) είναι υποσύνολο του διανυσµατικού υποχώρου V2 που παράγεται από

τα γ⃗ = (2,−1,2,0) και δ⃗ = (1,0,−1,1).
ϐ) V1 = V2.

Λύση
α) Για να είναι V1 ⊆ V2 πρέπει

a⃗ ∈ V2 και β⃗ ∈ V2.

a⃗ ∈ V2 ⇔ (3,−1,1,1) = k(2,−1,2,0) + λ(1,0,−1,1)
⇔ (2k + λ,−k,2k − λ,λ) = (3,−1,1,1)
⇔ 2k + λ = 3, −k = −1, 2k − λ = 1, λ = 1
⇔ k = 1, λ = 1

οπότε

a⃗ ∈ V2.

β⃗ ∈ V2 ⇔ (4,−1,0,2) = k(2,−1,2,0) + λ(1,0,−1,1)
⇔ (2k + λ,−k,2k − λ,λ) = (4,−1,0,2)
⇔ 2k + λ = 4, −k = −1, 2k − λ = 0, λ = 2
⇔ k = 1, λ = 2

οπότε

β⃗ ∈ V2.

Εποµένως

V1 ⊆ V2.

ϐ) Επειδή ο V1 είναι διανυσµατικός υποχώρος του V 2 και

dim(V1) = dim(V2),
ισχύει

V1 = V2.
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`Ασκηση 7.16 ∆ίνεται ο διανυσµατικός υποχώρος V1 του R3 που παράγεται από τα διανύ-

σµατα a⃗ = (5,3,8) και β⃗ = (1,3,4) και ο υποχώρος V2 που παράγεται από τα γ⃗ = (2,−1,2)
και δ⃗ = (0,−1,1).
α) Να εξεταστεί αν :

i)R3 = V1 + V2, ii)R3 = V1 ⊕ V2.

ϐ) Να ϐρεθούν συµπληρωµατικοί διανυσµατικοί υποχώροι των :

i)V1, ii)V2.

Λύση
α) i)

V1 + V2 = span(a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗).
Ο πίνακας των a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗

A = [a⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 1 2 0

3 3 −1 −1
8 4 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει ϐαθµό 3, διότι υπάρχει µη µηδενική 3 × 3 υποορίζουσα του, π.χ των τριών πρώτων στηλών

(det ([a⃗, β⃗, γ⃗]) ≠ 0), οπότε

dim(V1 + V2) = rank(A) = 3,

Εποµένως,

V1 + V2 = R3.

ii) Από την εξίσωση διάστασης προκύπτει

dim(V1 ∩ V2) = dim(V1) + dim(V2) − dim(V1 + V2) = 2 + 2 − 3 = 1,

οπότε το άθροισµα των V1, V2 δεν είναι ευθύ.

ϐ) i) Επειδή τα a⃗, β⃗, γ⃗ είναι ϐάση του R3, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του

V1 = span(a⃗, β⃗) είναι ο

V ′
1
= span(γ⃗) = span(2,−1,2).

ii) Θεωρώντας ǫ⃗ = (1,0,0),
det ([γ⃗, δ⃗, ǫ⃗]) =

RRRRRRRRRRRRRR
2 0 1

−1 −1 0

2 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0,

οπότε τα γ⃗, δ⃗, ǫ⃗ είναι ϐάση του R3. Εποµένως, ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος

του V3 = span(γ⃗, δ⃗) είναι ο

V ′
2
= span(ǫ⃗) = span(1,0,0).

`Ασκηση 7.17 ΄Εστω v⃗1, v⃗2, v⃗3 µια ϐάση του R3 και

ǫ⃗1 = v⃗1 − v⃗2 + v⃗3
ǫ⃗2 = v⃗1 + v⃗2
ǫ⃗3 = −v⃗1 + v⃗2

α) Να δειχθεί ότι το σύνολο {ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3} είναι µια ϐάση του R3.

ϐ) Να ϐρεθούν τα διανύσµατα του R3 που έχουν ίδιες συντεταγµένες ως προς τις δύο ϐάσεις.

Λύση
α) Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 ως προς την ϐάση v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι
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∣P ∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 1 −1
−1 1 1

1 0 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 ≠ 0

οπότε τα ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.

ϐ) Ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση v⃗1, v⃗2, v⃗3 στην ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 είναι ο P , οπότε για τα διανύσµατα(x1, x2, x3) του R3 που έχουν ίδιες συντεταγµένες ως προς τις δύο ϐάσεις ισχύει

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= P
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή (I − P )

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1
−1 1 1

1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1 1

1 0 −1
−1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x2 + x3
x1 − x3
−x1 + x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι, προκύπτει το σύστηµα

−x2 + x3 = 0
x1 − x3 = 0
−x1 + x3 = 0

το οποίο έχει τις λύσεις

x1 = x2 = x3
`Αρα τα διανύσµατα του R3 που έχουν ίδιες συντεταγµένες ως προς τις δύο ϐάσεις είναι τα

{(k, k, k), k ∈ R} = span(1,1,1).
`Ασκηση 7.18 ∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα

(a − 1)x + (a − 1)y = 1 − a
ay + az = 2(a − 1)(a2 − a)x + (a2 − a)z = 0

α) Να ϐρεθεί το σύνολο λύσεων A του συστήµατος.

ϐ) Στην περίπτωση που το Α έχει άπειρα στοιχεία να δειχτεί ότι είναι διανυσµατικός υποχώ-

ϱος του R3 και να ϐρεθεί µια ϐάση του.

Λύση
α) Η ορίζουσα του πίνακα του συστήµατος αυτού είναι (ανάπτυγµα ως προς την τρίτη γραµµή της)
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∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

a − 1 a − 1 0

0 a a

a2 − a 0 a2 − a

RRRRRRRRRRRRRR
= (a2 − a) ∣ a − 1 0

a a
∣ + (a2 − a) ∣ a − 1 a − 1

0 a
∣

= (a2 − a)a(a − 1) + (a2 − a)a(a − 1)
= 2a2(a − 1)2

οπότε ∣A∣ = 0 ⇔ 2a2(a − 1)2 ⇔ a = 0, a = 1.

Εποµένως :

▸ Για a ≠ 0 και a ≠ 1, το σύστηµα έχει τη µοναδική λύση

x = ∣Ax∣∣A∣ = 1∣A∣
RRRRRRRRRRRRRR

1 − a a − 1 0

2(a − 1) a a

0 0 a2 − a

RRRRRRRRRRRRRR
= (a − 1)2a(2 − 3a)

2a2(a − 1)2
= 2 − 3a

2a

y = ∣Ay ∣∣A∣ = 1∣A∣
RRRRRRRRRRRRRR

a − 1 1 − a 0

0 2(a − 1) a

a2 − a 0 a2 − a

RRRRRRRRRRRRRR
= a(a − 1)2(a − 2)

2a2(a − 1)2
= a − 2

2a

z = ∣Az ∣∣A∣ = 1∣A∣
RRRRRRRRRRRRRR

a − 1 a − 1 1 − a
0 a 2(a − 1)

a2 − a 0 0

RRRRRRRRRRRRRR
= a(a − 1)2(3a − 2)

2a2(a − 1)2
= 3a − 2

2a
▸ Για a = 0 το σύστηµα γίνεται

−x − y = 1

0y + 0z = −2
0x + 0z = 0

και είναι προφανώς αδύνατο.

▸ Για a = 1 το σύστηµα γίνεται

0x + 0y = 0

y + z = 0

0x + 0z = 0

ή y = −z
οπότε έχει λύσεις (x = k, z = λ)
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ή
{(x, y, z) = (k,−λ,λ)} = {k(1,0,0) + λ(0,−1,1), k, λ ∈ R}

= span [(1,0,0), (0,−1, 1)]
`Ασκηση 7.19 ∆ίνονται τα υποσύνολα του R3

A = {(x, y, z) ∶ x − y = 0, y − z = 0} και B = {(x, y, z) ∶ x + y + z = 0}.
α) Να δειχτεί ότι τα Α και Β είναι διανυσµατικοί υποχώροι του R3 και να ϐρεθεί η διάσταση

και µια ϐάση καθενός εξ αυτών.

ϐ) Να δειχθεί ότι

A⊕B = R3.

Λύση
α)

A = {(x, y, z) ∶ x − y = 0, y − z = 0}
= {(x, y, z) ∶ x = y = z}
= {(z, z, z)}
= {k(1,1,1), k ∈ R}
= span(1,1,1)

οπότε ο Α είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3

dim(A) = 1
και µία ϐάση του Α είναι το διάνυσµα (1,1,1).

B = {(x, y, z) ∶ x + y + z = 0}
= {(x, y, z) ∶ x = −y − z}
= {(−y − z, y, z)}
= {y(−1,1,0) + z(−1,0,1), y, z ∈ R}
= span [(−1,1,0), (−1,0,1)] ,

οπότε ο Α είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3.

Τα διανύσµατα (−1,1,0), (−1,0,1) είναι προφανώς µη παράλληλα, άρα και γραµµικώς ανεξάρτη-

τα, οπότε

dim(B) = 2
και µία ϐάση του Β είναι τα διανύσµατα (−1,1,0), (−1,0,1).
ϐ)

A +B = span [(1,1,1), (−1,1,0), (−1,0,1)].
Επειδή

A =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 −1
1 1 0

1 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 3 ≠ 0

τα διανύσµατα (1,1,1), (−1,1,0), (−1,0,1) είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε

dim(A +B) = rank [(1,1,1), (−1,1,0), (−1,0,1)] = 3 .

`Αρα,

A +B = R3.

Από την εξίσωση διάστασης προκύπτει

dim(A ∩B) = dim(A) + dim(B) − dim(A +B) = 2 + 1 − 3 = 0,

οπότε

A ∩B = {0⃗}
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και

A⊕B = R3.

`Ασκηση 7.20 Αν ο διανυσµατικός υποχώρος V του R4 που παράγεται από τα διανύσµατα

a⃗ = (1,2,3,−1), β⃗ = (1,1,4,−2), και γ⃗ = (1,4, λ,µ)
έχει διάσταση 2:

α) Να ϐρεθούν οι τιµές των λ,µ.

ϐ) Να ϐρεθεί ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του V .

Λύση
α) Για να είναι

dim [span(a⃗, β⃗, γ⃗)] = 2,

πρέπει όλες οι 3 × 3 υποορίζουσες του πίνακά τους

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1

2 1 4

3 4 λ

−1 −2 µ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
να είναι µηδέν. ∆ηλαδή

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 1

2 1 4

3 4 λ

RRRRRRRRRRRRRR= −λ + 1 = 0
⇔ λ = 1

∣A2∣ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 4

3 4 1

−1 −2 µ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦= 5µ − 5 = 0
⇔ µ = 1

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 1 1

2 1 4

−1 −2 1

RRRRRRRRRRRRRR= 0
οπότε

λ = 1, µ = 1.

Επίσης,

∣A4∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 1 1

3 4 λ

−1 −2 µ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 = µ + λ − 2,

Για τις παραπάνω τιµές λ = 1, µ = 1 ισχύει

∣A4∣ = 1 + 1 − 2 = 0,

οπότε οι Ϲητούµενες τιµές είναι

λ = 1, µ = 1.

ϐ) Μία ϐάση του V είναι τα διανύσµατα a⃗, β⃗.

Θεωρώντας τα διανύσµατα
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δ⃗ = (1,0,0,0), ǫ⃗ = (0,1,0,0),
ισχύει

det(a⃗, β⃗, δ⃗, ǫ⃗) = −2 ≠ 0,
οπότε ένας συµπληρωµατικός διανυσµατικός υποχώρος του V είναι ο

V ′ = span(δ⃗, ǫ⃗).
`Ασκηση 7.21 Να δειχθεί ότι αν τα µη µηδενικά διανύσµατα a⃗1, a⃗2 ενός διανυσµατικού χώρου V

είναι παράλληλα (a⃗1 = ka⃗2, k ∈ R), τότε τα a⃗1, a⃗2, a⃗3, για οποιοδήποτε διάνυσµα a⃗3 του V είναι

γραµµικώς εξαρτηµένα.

Λύση
Αν

B = [a⃗1 a⃗2 a⃗3] = [ka⃗2 a⃗2 a⃗3]
ο πίνακας των διανυσµάτων a⃗1, a⃗2, a⃗3,

Αν a⃗3∣∣a⃗2 τότε

rank(B) = 1
ενώ αν a⃗3 ∦ a⃗2, τότε

rank(B) = 2
΄Αρα, σε κάθε περίπτωση

rank(B) < 3
οπότε τα a⃗1, a⃗2, a⃗3 για κάθε a⃗3 ε4ίναι γραµµικώς εξαρτηµένα.

`Ασκηση 7.22 Να ϐρεθεί η συνθήκη που πρέπει να ικανοποιούν τα a,β, γ ώστε το διάνυσµα (a,β, γ)
του R3 να ανήκει στον διανυσµατικό υποχώρο που παράγουν τα διανύσµατα

u⃗1 = (0,3,2), u⃗2 = (−1,1,2), u⃗3 = (2,1,−2).
Λύση
Ο ϐαθµός του πίνακα

P = [u⃗1 u⃗2 u⃗3]
των διανυσµάτων u⃗1, u⃗2 και u⃗3 είναι 2 διότι

det(P ) =
RRRRRRRRRRRRRR
0 −1 2

3 1 1

2 2 −2

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

και υπάρχει µη µηδενική υποορίζουσα τάξης 2, π.χ η

∣ 0 −1
3 1

∣ = 3 ≠ 0
Εποµένως, ο διανυσµατικός χώρος που παράγεται από τα διανύσµατα u⃗1, u⃗2 και u⃗3 είναι ο

V = span(u⃗1, u⃗2) = span{(0,3,2), (−1,1,2)}
αφού τα u⃗1, u⃗2 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (αντιστοιχούν σε µη µηδενική υποορίζουσα). Το διά-

νυσµα v⃗(a,β, γ) ανήκει στον V αν υπάρχουν k,m ∈ R µε

v⃗ = ku⃗1 +mu⃗2 ⇔ (a,β, γ) = k(0,3,2) +m(−1,1,2)
⇔ (a,β, γ) = (−m,3k +m,2k + 2m)

δηλαδή αν
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−m = a

3k +m = β

2k + 2m = γ

Αυτό είναι σύστηµα ως προς k και m µε πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1
3 1

2 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
του οποίου ο ϐαθµός είναι

rank(A) = 2
Για να έχει λύση το σύστηµα πρέπει και ο ϐαθµός του επαυξηµένου πίνακα να είναι 2, δηλαδή

rank(A∣B) = 2 ⇔ rank

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1 a

3 1 β

2 2 γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 2

Για να ισχύει αυτό πρέπει

det(A∣B) = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
0 −1 a

3 1 β

2 2 γ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

⇔ −(−1) ∣ 3 β

2 γ
∣ + a ∣ 3 1

2 2
∣ = 0

⇔ 3γ − 2β + a(2 ⋅ 3 − 1 ⋅ 2) = 0 ⇔ 3γ − 2β + 4a = 0
Εποµένως, το v⃗ = (a,β, γ) ανήκει στον διανυσµατικό χώρο που παράγουν τα u⃗1, u⃗2 και u⃗3, αν και

µόνο αν ισχύει

4a − 2β + 3γ = 0
`Ασκηση 7.23 Για τους διανυσµατικούς υποχώρους του R4

X = {(x1, x2, x3, x4) ∶ x1 + x2 + x3 + x4 = 0}
και

Y = {(x1, x2, x3, x4) ∶ x1 = x2 = x3 = x4}:
α) Να εξεταστεί αν :

i)X + Y = R4 ii)R4 =X ⊕ Y .

ϐ) Να γραφεί το διάνυσµα

ǫ⃗1 = (1,0,0,0)
στη µορφή

x⃗ + y⃗, όπου x⃗ ∈ X και y⃗ ∈ Y .

Λύση
α)i) Ο X γράφεται

X = {(x1, x2, x3, x4) ∶ x1 = −x2 − x3 − x4}
= {(−x2 − x3 − x4, x2, x3, x4), x2, x3, x4 ∈ R}
= {x2(−1,1,0,0) + x3(−1,0,1,0) + x4(−1,0,0,1), x2, x3, x4 ∈ R}
= span [(−1,1,0,0), (−1,0,1, 0), (−1,0,0, 1)]

Ο ϐαθµός του πίνακα των διανυσµάτων v⃗1 = (−1,1,0,0), v⃗2 = (−1,0,1,0), v⃗3 = (−1,0,0,1)
[v⃗1, v⃗2, v⃗3] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 −1
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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είναι 3, διότι υπάρχει µη µηδενική 3 × 3 υποορίζουσά του [v⃗1, v⃗2, v⃗3], π.χ ηRRRRRRRRRRRRRR
1 0 0

0 1 0

0 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0,

οπότε

dim(X) = 3.

Ο Y γράφεται

Y = {(x1, x2, x3, x4) ∶ x1 = x2 = x3 = x4}
= {(x1, x1, x1, x1)}
= {k(1,1,1,1), k ∈ R}
= span(1,1,1,1)

οπότε

dim(Y ) = 1.

Ο ϐαθµός του πίνακα των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3 και v⃗4 = (1,1,1,1)
A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 −1 −1 1

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 4 διότι ∣A∣ = −4 ≠ 0
οπότε

dim(X + Y ) = rank[v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4] = 4.

Εποµένως,

X + Y = R4.

ii) Από την εξίσωση διάστασης προκύπτει

dim(X ∩ Y ) = dim(X) + dim(Y ) − dim(X + Y ) = 3 + 1 − 4 = 0,

οπότε

X ∩ Y = {0⃗}.
`Αρα, το άθροισµα X + Y είναι ευθύ, οπότε

R4 =X ⊕ Y .

ϐ) Λόγω του (α)

ǫ⃗1 = x⃗ + y⃗ ⇔ ǫ⃗1 = kv⃗1 + λv⃗2 +mv⃗3 + nv⃗4

⇔ (1,0,0,0) = k(−1,1,0,0) + λ(−1,0,1,0) +m(−1,0,0,1) + n(1,1,1,1)
⇔ (1,0,0,0) = (−k − λ −m + n,k + n,λ + n,m + n)

οπότε προκύπτει το σύστηµα

−k − λ −m + n = 1

k + n = 0

λ + n = 0

m + n = 0

το οποίο δίνει (λύνουµε τις άλλες δύο εξισώσεις ως προς k,λ,m και αντικαθιστούµε στην πρώτη)

k = −n, λ = −n, m = −n
και

−(−n) − (−n) − (−n) + n = 1 ⇔ n = 1

4
οπότε

k = −1
4
, λ = −1

4
, m = −1

4
.

`Αρα
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x⃗ = kv⃗1 + λv⃗2 +mv⃗3

= −1
4
(−1,1,0,0) − 1

4
(−1,0,1,0) − 1

4
(−1,0,0,1)

= (3
4
,−

1

4
,−

1

4
,−

1

4
)

και

y⃗ = nv⃗4 = 1

4
(1,1,1,1) = (1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
).

`Ασκηση 7.24 Να εξεταστεί αν το σύνολο Κ των λύσεων του συστήµατος

2x − y + z −w = 1
x − z +w = 2
5x − 2y + z −w = 4
x − y + 2z − 2w = −1

είναι διανυσµατικός υποχώρος του R4.

Λύση
Το σύστηµα αυτό γράφεται ως

AX = B
όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1 −1
1 0 −1 1

5 −2 1 −1
1 −1 2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

2

4

−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Υπολογίζοντας προκύπτει

det(A) = 0
και ότι όλες οι 3× 3 υποορίζουσες του A είναι 0. Επίσης, υπάρχει µη µηδενική υποορίζουσα τάξης

2 του A, π.χ η

∣ 2 −1
1 0

∣ = 1 ≠ 0
Εποµένως, µπορούµε να ϐρούµε δύο αγνώστους π.χ τους x και y που αντιστοιχούν σε µη µηδενική

υποορίζουσα 2 × 2 του A συναρτήσει των άλλων δύο αγνώστων (των z και w). Γράφουµε, λοιπόν,

τις δύο πρώτες εξισώσεις του συστήµατος στη µορφή

2x − y = 1 − z +w

x = 2 + z −w
οπότε

y = 2x − 1 + z −w = 2(2 + z −w) − 1 + z −w
= 3 + 3z − 3w

Εποµένως, οι λύσεις του συστήµατος αυτού είναι το σύνολο

A = {(x, y, z,w)} = = {(2 + z −w,3 + 3z − 3w,z,w), z,w ∈ R}
= {z(1,3,1,0) +w(−1,−3,0,1) + (2,3,0,0), z,w ∈ R}

το σύνολο αυτό δεν αποτελεί διανυσµατικό υποχώρο του R4 αφού δεν ισχύει ότι το u⃗1 + u⃗2 ανήκει

στον A (λόγω του σταθερού όρου (2,3,0,0)).
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`Ασκηση 7.26 Ο διανυσµατικός υποχώρος U του R4 παράγεται από τα διανύσµατα

u⃗1 = (1,−1,1, a), u⃗2 = (2,1,0, β), u⃗3 = (5,−2,3, γ), u⃗4 = (3,−3,3, δ)
α) Να ϐρεθούν ικανές και αναγκαίες συνθήκες µεταξύ των a,β, γ, δ ώστε :

i) dim(U) = 2 ii) dim(U) = 3.

ϐ) Να εξεταστεί αν τα παρακάτω σύνολα είναι διανυσµατικοί υποχώροι του R4:

i) A = {(a,β, γ, δ) ∶ dimU = 2} ii) B = {(a,β, γ, δ) ∶ dimU = 3}
και στην περίπτωση που είναι να υπολογιστεί η διάσταση και µια ϐάση τους.

Λύση
α) i)

dimU = 2 αν και µόνον αν rank(A) = 2,

όπου A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 5 3

−1 1 −2 −3
1 0 3 3

a β γ δ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο πίνακας των διανυσµάτων u⃗1, u⃗2, u⃗3, u⃗4.

rank(A) = 2 αν και µόνον αν ∣A∣ = 0 και οι ορίζουσες όλων των 3×3 υποπινάκων του A είναι µηδέν.

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη στήλη επί 3 και αφαιρώντας από αυτήν την τέταρτη προκύπτει

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 2 5 3

−1 1 −2 −3
1 0 3 3

a β γ δ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
=
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

0 2 5 3

0 1 −2 −3
0 0 3 3

3a − δ β γ δ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
οπότε παίρνοντας το ανάπτυγµα ως προς την πρώτη στήλη προκύπτει

∣A∣ = −(3a − δ)
RRRRRRRRRRRRRR
2 5 3

1 −2 −3
0 3 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −(3a − δ)

RRRRRRRRRRRRRR
2 + 3 5 3

1 − 3 −2 −3
0 + 3 3 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −(3a − δ)

RRRRRRRRRRRRRR
5 5 3

−2 −2 −3
3 3 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

(η ορίζουσα αυτή έχει δύο στήλες ίδιες).

Εποµένως ∣A∣ = 0 για όλες τις τιµές των a,β, γ, δ.

Η ορίζουσα του 3 × 3 υποπίνακα του A (που προκύπτει διαγράφοντας την πρώτη γραµµή και την

τρίτη στήλη του)

A1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1 −3
1 0 3

a β δ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι (αφαιρούµε την τρίτη στήλη από το γινόµενο της πρώτης επί 3 και µετά παίρνουµε το ανά-

πτυγµα της ορίζουσας που προκύπτει ως προς τα στοιχεία της πρώτης στήλης της)

∣A1∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
−1 1 −3
1 0 3

a β δ

RRRRRRRRRRRRRR
=
RRRRRRRRRRRRRR

0 1 −3
0 0 3

3a − δ β δ

RRRRRRRRRRRRRR
= (3a − δ) ∣ 1 −3

0 3
∣ = (3a − δ)3

Εποµένως για να ισχύει ∣A1∣ = 0 πρέπει
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3a − δ = 0 ή 3a = δ.
Για 3a = δ η πρώτη και η τέταρτη στήλη του Α είναι παράλληλα διανύσµατα, οπότε οι ορίζουσες

των 3 × 3 υποπινάκων που τις περιέχουν είναι µηδέν.

Οι υποορίζουσες του Α που αντιστοιχούν στην πρώτη, δεύτερη και τρίτη στήλη είναι οι

∣A2∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 2 5

−1 1 −2
1 0 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

∣A3∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

1 2 5

−1 1 −2
a β γ

RRRRRRRRRRRRRR
= −9a − 3β + 3γ = −3(3a + β − γ)

∣A4∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
−1 1 −2
1 0 3

a β γ

RRRRRRRRRRRRRR
= 3a + β − γ

∣A5∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 2 5

1 0 3

a β γ

RRRRRRRRRRRRRR
= 6a + 2β − 2γ = 2(3a + β − γ)

Οι υποορίζουσες του Α που αντιστοιχούν στην δεύτερη, τρίτη και τέταρτη στήλη είναι οι

∣A6∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
2 5 3

1 −2 −3
0 3 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

∣A7∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
2 5 3

1 −2 −3
β γ δ

RRRRRRRRRRRRRR
= −9(β − γ + δ)

∣A8∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −2 −3
0 3 3

β γ δ

RRRRRRRRRRRRRR
= 3β − 3γ + 3δ = 3(β − γ + δ)

∣A9∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
2 5 3

1 −2 −3
β γ δ

RRRRRRRRRRRRRR
= −9β + 9γ − 9δ = −9(β − γ + δ)

Εποµένως τα a,β, γ, δ ικανοποιούν τις εξισώσεις

δ = 3a

3a + β − γ = 0

β − γ + δ = 0

από τις οποίες προκύπτει

δ = γ − β και a = γ − β
3

οπότε

dimU = 2 αν και µόνον αν a = γ − β
3

και δ = γ − β.

ii) Επειδή ∣A∣ = 0 για κάθε a,β, γ, δ ∈ R και υπάρχει 2 × 2 µη µηδενική υποορίζουσα (π.χ.

∣ 1 2

−1 1
∣ = 3),

dim(U) = 3 αν και µόνον αν dim(U) ≠ 2,

δηλαδή

dimU = 3 αν και µόνον αν a ≠ γ − β
3

ή δ ≠ γ − β.

ϐ) i) Λόγω του (α),
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A = {(a,β, γ, δ) ∶ dimU = 2}
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(a,β, γ, δ) = (γ − β

3
, β, γ, γ − β}

= {β (−1
3
,1,0,−1) + γ (1

3
,0,1,1) , β, γ ∈ R}

= span [(−1
3
,1,0,−1) + (1

3
,0,1,1)]

οπότε το Α είναι διανυσµατικός υποχώρος του R4 διάστασης 2 και µια ϐάση του είναι τα διανύσµατα

(αφού ως µη παράλληλα, είναι γραµµικώς εξαρτηµένα)

(−1
3
,1,0,−1) ,(1

3
,0,1,1).

(ii) Λόγω του (a),
B = R4 −A.

Το µηδενικό διάνυσµα του R4 ανήκει στο Α (0⃗ ∈ A επειδή το Α είναι διανυσµατικός υποχώρος του

R4), οπότε 0⃗ ∉ B (αφού B = R4 −A). Εποµένως, το Β δεν είναι διανυσµατικός υποχωρος του R4.

`Ασκηση 7.27 Να δειχθεί ότι για τους διανυσµατικούς υποχώρους του R4

A = span(v⃗1, v⃗2), όπου v⃗1 = (−1,0,1,0) και v⃗2 = (0,1,1,0)
και

B = span(v⃗3, v⃗4), όπου v⃗3 = (1,0,0,0) και v⃗4 = (0,0,0,1)
ισχύει

A⊕B = R4.

Λύση
Το άθροισµα των διανυσµατικών υποχώρων Α και Β είναι το γραµµικό περίβληµα των διανυσµάτων

v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4

A +B = span(v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4).
Υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα P των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4 αναπτύσσοντας την ως

προς τα στοιχεία της τελευταίας γραµµής της.

∣P ∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1 0 1 0

0 1 0 0

1 1 0 0

0 0 0 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 1
RRRRRRRRRRRRRR
−1 0 1

0 1 0

1 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 0 1

1 1
∣ = −1 ≠ 0,

οπότε

rank(P ) = 4.

΄Αρα τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε

dim(A +B) = 4.

Εποµένως,

A +B = R4.

Ισχύει

dim(A ∩B) = dimA + dimB − dim(A +B) = 2 + 2 − 4 = 0,

οπότε

dim(A ∩B) = {0⃗}.
Εποµένως,

A⊕B = R4.
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`Ασκηση 7.29 Αν A = span (v⃗1, v⃗2, v⃗3)
όπου v⃗1 = (1,0,0,1,0), v⃗2 = (0,1,0,0,0), v⃗3 = (0,0,1,−1,0)
και B = span (v⃗4, v⃗5, v⃗6)
όπου v⃗4 = (0,0,0,0,1), v⃗5 = (1,0,0,0,−1), v⃗6 = (0,1,1,1,0):
α) Να δειχθεί ότι A +B = R5.

ϐ) Να εξεταστεί αν A⊕B = R5.

Λύση
α) Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 −1
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει 3 × 3 µη µηδενική υποορίζουσα RRRRRRRRRRRRRR

1 0 0

0 1 0

0 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0,

οπότε

rank(A) = 3.

Εποµένως, τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του Α και

dim(A) = 3.

Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗4, v⃗5, v⃗6 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 0 1

1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
έχει 3 × 3 µη µηδενική υποορίζουσαRRRRRRRRRRRRRR

0 1 0

0 0 1

1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= ∣ 1 0

0 1
∣ = 1 ≠ 0,

οπότε rank(B) = 3.

Εποµένως, τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του Β και

dim(B) = 3.

Ισχύει

A +B = span (v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4, v⃗5, v⃗6).
Ο πίνακας των διανυσµάτων v⃗1, v2, v3, v⃗4, v5, v6 είναι

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1

1 0 −1 0 0 1

0 0 0 1 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Η µεγαλύτερη διάσταση τετραγωνικού υποπίνακα του P είναι 5. Το ανάπτυγµα της ορίζουσας
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P1 =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1 0 −1 0 0

0 0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
του υποπίνακα του P , που προκύπτει αν παραλείψουµε την τελευταία στήλη του, ως προς τα

στοιχεία της δεύτερης στήλης της προκύπτει

P1 = 1
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 1

0 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της προκύπτει

P1 = −
RRRRRRRRRRRRRR
1 0 1

0 1 0

1 −1 0

RRRRRRRRRRRRRR
Παίρνοντας τέλος το ανάπτυγµα της ορίζουσας αυτής ως προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης της

προκύπτει

P1 = −1 ∣ 0 1

1 −1
∣ = −1 ⋅ (−1) = 1 ≠ 0,

οπότε

rank(P ) = 5.

Εποµένως dim(A +B) = 5,

οπότε A +B = R5.

Ισχύει

dim(A ∩B) = dim(A) + dim(B) − dim(A +B) = 3 + 3 − 5 = 1,

οπότε το A +B δεν είναι ευθύ άθροισµα.
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Κεφάλαιο 8

Γραµµικές απεικονίσεις

`Ασκηση 8.1 Να ϐρεθούν για τη γραµµική απεικόνιση f του R2 µε

f(x1, x2) = (3x1 + x2,2x1 − 3x2), x1, x2 ∈ R:

α) Το σύστηµα και ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση του R2.

ϐ) Ο πίνακας της ως προς τη ϐάση

ǫ⃗1 = (−1,1) και ǫ⃗2 = (1,−2).
γ) Αν η f είναι 1-1.

Λύση
α) Ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση του R2 είναι

A = [ 3 1

2 −3
]

ϐ) Ο πίνακας µετάβασης από τη συνήθη ϐάση στη ϐάση αυτή είναι

P = [ −1 1

1 −2
]

οπότε

P−1 = [ −2 −1
−1 −1

]
Εποµένως, ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση αυτή είναι

B = P−1AP

= [ −2 −1
−1 −1

] [ 3 1

2 −3
][ −1 1

1 −2
]

= [ 9 −10
7 −9

]
γ) Επειδή

∣A∣ = −11 ≠ 0
η f είναι 1-1.

161
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`Ασκηση 8.2 Να ϐρεθούν για τη γραµµική απεικόνιση f του R2 µε

f(x1, x2) = (3x1 + x2,2x1 − 3x2), x1, x2 ∈ R,

όπου x1, x2 συντεταγµένες ως προς τη ϐάση του R2.

B = {ǫ⃗1 = (−1,2), ǫ⃗2 = (0,−1)}
α) Το σύστηµα και ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση Β του R2.

ϐ) Το σύστηµα της f ως προς τη συνήθη ϐάση του R2.

Λύση
α) Ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση αυτή είναι

A′ = [ 3 1

2 −3
]

Αν A ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση του R2, τότε ισχύει

A′ = P−1AP ⇔ A = PA′P−1 (i)
όπου P ο πίνακας µετάβασης από τη συνήθη ϐάση στη ϐάση B, ο οποίος έχει ως στήλες τις

συντεταγµένες των διανυσµάτων της ως προς τη συνήθη ϐάση,

P = [ −1 0

2 −1
]

Ο αντίστροφος του P είναι

P−1 = 1∣P ∣ [ −1 0

−2 −1
] = [ −1 0

−2 −1
]

οπότε η (i) δίνει

A = [ −1 0

2 −1
] [ 3 1

2 −3
][ −1 0

−2 −1
] = [ 5 1

−14 −5
]

`Ασκηση 8.3 α) Αν ο τύπος ως προς τη ϐάση d⃗1, d⃗2 της γραµµικής απεικόνισης f του R2 είναι

f(x1, x2) = (x1 − x2,2x1 + x2), x1, x2 ∈ R,

να ϐρεθεί ο τύπος της ως προς τη ϐάση ǫ⃗1 και ǫ⃗2, όπου

d⃗1 = ǫ⃗1 + ǫ⃗2 και d⃗2 = ǫ⃗1 − ǫ⃗2.

ϐ) Αν η f είναι 1-1.

Λύση
α) Ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση d⃗1, d⃗2 του R2 είναι

A = [ 1 −1
2 1

]
Αν P ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση d⃗1, d⃗2 στη ϐάση ǫ⃗1 και ǫ⃗2,

P−1 = [ 1 1

1 −1
]

οπότε

P = (P−1)−1 = 1

2
[ 1 1

1 −1
]

Εποµένως, ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση ǫ⃗1 και ǫ⃗2 είναι
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B = P−1AP

= [ 1 1

1 −1
] [ 1 −1

2 1
] 1

2
[ 1 1

1 −1
]

= 1

2
[ 3 3

−3 1
]

`Αρα ο τύπος της f ως προς τη ϐάση ǫ⃗1 και ǫ⃗2 είναι

f(x′1, x′2) = (3
2
x′1 +

3

2
x′2,−

3

2
x′1 +

1

2
x′2) , x′1, x

′

2 ∈ R.

ϐ) Επειδή ∣A∣ = 3 ≠ 0
η f είναι 1-1.

`Ασκηση 8.4 Να εξεταστεί αν η απεικόνιση f , που αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο του χώρου µε

διάνυσµα ϑέσης v⃗ το σηµείο µε διάνυσµα ϑέσης v⃗ + (2,0,−1) (παράλληλη µεταφορά κατά το

διάνυσµα (2,0,−1), είναι γραµµική.

Λύση
Η f δεν είναι γραµµική διότι αν v⃗1, v⃗2 ∈ R, τότε

f(v⃗1) + f(v⃗2) = v⃗1 + (2,0,−1) + v⃗2 + (2,0,−1)
= v⃗1 + v⃗2 + (4,0,−2)

και

f(v⃗1 + v⃗2) = v⃗1 + v⃗2 + (2,0,−1)
Επειδή,

f(v⃗1) + f(v⃗2) ≠ f(v⃗1 + v⃗2),
η f δεν είναι γραµµική.

`Ασκηση 8.5 Να ϐρεθεί ο τύπος, ως προς τη συνήθη ϐάση, της γραµµικής απεικόνισης f του

R3 της οποίας ο πίνακας ως προς τη ϐάση

ǫ⃗1 = (0,1,1), ǫ⃗2 = (1,0,1) και ǫ⃗3 = (1,1,0)
είναι ο

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 −1
1 2 1

−1 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
Ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση e⃗1, e⃗2, e⃗3 του R3 είναι

B = P−1AP
όπου P ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 στη συνήθη ϐάση.

Ο P−1 είναι ο πίνακας µετάβασης από την συνήθη ϐάση στη ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 , οπότε

P−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

1 0 1

1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε, σύµφωνα µε την (3.15),

P = (P−1)−1 = 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Εποµένως, ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση είναι
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B = P−1AP

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1

1 0 1

1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 −1
1 2 1

−1 3 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1 1

1 −1 1

1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
7 −3 3

3 −3 5

0 0 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Αρα, ο τύπος της f ως προς τη συνήθη ϐάση είναι

f(x′1, x′2, x′3) = 1

2
(7x′1 − 3x′2 + 3x′3,3x′1 − 3x′2 + 5x′3,6x′3) , x′1, x

′

2, x
′

3 ∈ R.

`Ασκηση 8.6 Να ϐρεθεί ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης

f ∶ R3 → R2 f(x, y, z) = (x − y,x + z), x, y ∈ R:

α) Ως προς τις συνήθεις ϐάσεις των R3 και R2.

ϐ) Ως προς τις ϐάσεις e⃗1
′ = (0,1,0), e⃗2 ′ = (1,0,−1), e⃗3 ′ = (0,1,1) του R3

και ǫ⃗1
′ = (1,1), ǫ⃗2 ′ = (1,0) του R2.

Λύση
α) Ο πίνακας της f ως προς τις συνήθεις ϐάσεις των R3 και R2 είναι

A = [ 1 −1 0

1 0 1
]

ϐ) Ο πίνακας µετάβασης από τη συνηθισµένη του R3 στη ϐάση e⃗′
1
, e⃗′

2
, e⃗′

3
είναι

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

1 0 1

0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επίσης, ο πίνακας µετάβασης από τη συνηθισµένη ϐάση του R2 στη ϐάση e⃗′

1
, e⃗′

2
είναι

Q = [ 1 1

1 0
]

και ο αντίστροφος του είναι

Q−1 = 1∣Q∣ [ 0 −1
−1 1

] = 1

−1
[ 0 −1
−1 1

] = [ 0 1

1 −1
]

΄Ετσι, ο πίνακας της f ως προς τις ϐάσεις αυτές είναι

A′ = Q−1AP = [ 0 1

1 −1
] [ 1 −1 0

1 0 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0

1 0 1

0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= [ 0 2 1

−1 −1 0
]

`Ασκηση 8.7 Αν ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f του R3, ως προς τη ϐάση

ǫ⃗1 = (1,1,0), ǫ⃗2 = (0,1,1), ǫ⃗3 = (0,0,1)
είναι ο A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1 0

1 3 1

−1 −3 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
α) Να ϐρεθεί ο τύπος της f και της γραµµικής απεικόνισης f2 ως προς τη συνήθη ϐάση του

R3.

ϐ) Να ϐρεθεί η διάσταση και µια ϐάση του πυρήνα και της εικόνας της f .

γ) Να εξεταστεί αν η f είναι 1-1.
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Λύση
α) Ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση e⃗1, e⃗2, e⃗3 του R3 είναι

B = P−1AP
όπου P ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 στη συνήθη ϐάση του R3.

Ο P−1 είναι ο πίνακας µετάβασης από την συνηθισµένη ϐάση στην ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 , οπότε

P−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

1 1 0

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε, σύµφωνα µε την την (3.15),

P = (P−1)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−1 1 0

1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Εποµένως, ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση είναι

B = P−1AP

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

1 1 0

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0

1 3 1

−1 −3 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

−1 1 0

1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 0

0 1 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Αρα, ο τύπος της f ως προς τη συνήθη ϐάση είναι

f(x′1, x′2, x′3) = (x′1 − x′2, x′2 + x′3,0) , x′1, x
′

2, x
′

3 ∈ R.

Ο πίνακας της f ως προς τη συνήθη ϐάση του R3 είναι

Af2 = B2

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 0

0 1 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 0

0 1 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 −1
0 1 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Αρα, ο τύπος της f2 ως προς τη συνήθη ϐάση του R3 είναι

f2(x′1, x′2, x′3) = (x′1 − 2x′2 − x′3, x′2 + x′3,0) , x′1, x
′

2, x
′

3 ∈ R.

ϐ) Αν u⃗ = (x1, x2, x3) ένα στοιχείο του πυρήνα της f ,

f(u⃗) = 0⃗ ⇔ (−x2, x1 + 3x2 + x3,−x1 − 3x2 − x3) = 0⃗,

οπότε προκύπτει το οµογενές σύστηµα

−x2 = 0

x1 + 3x2 + x3 = 0

−x1 − 3x2 − x3 = 0,

του οποίου ο πίνακας είναι ο

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0

1 3 1

−1 −3 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή
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RRRRRRRRRRRRRR
0 −1 0

1 3 1

−1 −3 −1

RRRRRRRRRRRRRR
= 0,

και

∣ 0 −1
1 3

∣ = 1 ≠ 0,
rankA = 3 − 2 = 1,

οπότε λύνουµε το σύστηµα των δύο πρώτων εξισώσεων ως προς το x1, x2, ϑέτοντας k = x3:
−x2 = 0

x1 + 3x2 = −k
−x1 − 3x2 = k,

από το οποίο προκύπτει (x1, x2, x3) = (−k, 0, k).
Οι συντεταγµένες αυτές αναφέρονται στη ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3, οπότε ο πυρήνας της f είναι τα διανύσµατα

v⃗ = −kǫ⃗1 + 0ǫ⃗2 + kǫ⃗3
= −k(1,1,0) + k(0,0,1)
= (−k,−k, k)

`Αρα (µε συντεταγµένες ως προς τη ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3)

ker(f) = {(−k,−k, k) = k(−1,−1,1), k ∈ R} = span(−1,−1,1).
Η διάσταση της εικόνας της f είναι

dim(im(f)) = 3 − dim(ker(f) = 3 − 1 = 2.

Ο τύπος της f ως προς την συνήθη ϐάση e⃗1, e⃗2, e⃗3 είναι

f(x1, x2, x3) = (x1 − x2, x2 + x3,0) , x1, x2, x3 ∈ R
f(x1, x2, x3) = x1(1,0,0) + x2(−1,1,0) + x3(0,1,0) ∈ R,

οπότε

im(f) = span [(1,0,0), (−1,1,0), (0,1, 0)].
Τα διανύσµατα αυτά είναι γραµµικώς εξαρτηµένα, διότι η ορίζουσα του πίνακά τουςRRRRRRRRRRRRRR

1 −1 0

0 1 1

0 0 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

Το πρώτο και δεύτερο διάνυσµα προφανώς δεν είναι παράλληλα, οπότε είναι γραµµικώς ανεξάρ-

τητα. Εποµένως

im(f) = span [(1,0,0), (−1,1, 0)].
γ) όχι αφού ∣A∣ = 0.

`Ασκηση 8.8 Να ϐρεθούν για τη γραµµική απεικόνιση του R3 µε τύπο

f(x, y, z) = (x − y,x + z,x + y − z):
α) η διάσταση και µία ϐάση της εικόνας της ϐ) η διάσταση του πυρήνα της

γ) µία ϐάση του πυρήνα της δ) αν είναι 1-1.

Λύση
Ο τύπος της f γράφεται ως

f(x, y, z) = x(1,1,1) + y(−1,0,1) + z(0,1,−1)
Η ορίζουσα του πίνακα P των διανυσµάτων
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v⃗1 = (1,1,1), v⃗2 = (−1,0,1) και v⃗3 = (0,1,−1)
είναι

det(P ) =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 0

1 0 1

1 1 −1

RRRRRRRRRRRRRR
= −3 ≠ 0

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2 και v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µια ϐάση του R3.

Εποµένως,

dim (im(f)) = 3
και µία ϐάση της im(f) είναι τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2 και v⃗3.

ϐ) Σύµφωνα µε την εξίσωση διάστασης

dim (ker(f)) = 3 − dim (im(f)) = 3 − 3 = 0
γ) Λόγω του (ϐ),

ker(f) = 0⃗.

δ) Λόγω του (γ) η f είναι 1 − 1.

`Ασκηση 8.9 α) Να ϐρεθεί ο πυρήνας της γραµµικής απεικόνισης

f(x1, x2, x3) = (x1 − 2x2 + x3, 2x1 − x2 − x3, x1 + x2 + 5x3).
ϐ) Να εξεταστεί αν η f είναι 1-1.

Λύση
α) Η ορίζουσα του πίνακα Α του αντίστοιχου οµογενούς συστήµατος είναι

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −2 1

2 −1 −1
1 1 5

RRRRRRRRRRRRRR
= 21 ≠ 0,

οπότε, ο πυρήνας της f είναι

dim(ker(f)) = 3 − dim(im(f)) = 3 − 3 = 0.

`Αρα

ker(f) = 0⃗.

ϐ) Εποµένως, η f είναι 1-1.

`Ασκηση 8.10 Να ϐρεθούν για τη γραµµική απεικόνιση του R3 µε τύπο

f ∶ R3 → R3, f(x, y, z) = (x + y − 2z,x − z, y + z), x, y, z ∈ R:

α) η διάσταση και µία ϐάση της εικόνας της, ϐ) ο πυρήνας της, γ) αν είναι 1-1.

Λύση
Ο τύπος της f γράφεται ως

f(x, y, z) = x(1,1,0) + y(1,0,1) + z(−2,−1,1)
Ο πίνακας P των διανυσµάτων

v⃗1 = (1,1,0), v⃗2 = (1,0,1) και v⃗3 = (−2,−1,1)
έχει ορίζουσα

det(P ) =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −2
1 0 −1
0 1 1

RRRRRRRRRRRRRR
= −2 ≠ 0

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2 και v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µια ϐάση του R3.

Εποµένως,
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dim im(f) = 3
και µία ϐάση της im(f) είναι τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2 και v⃗3.

ϐ) Σύµφωνα µε την εξίσωση διάστασης

dim ker(f) = 3 − dim im(f) = 3 − 3 = 0
γ) Λόγω του (ϐ),

ker(f) = 0⃗,

οπότε η f είναι 1 − 1.

`Ασκηση 8.11 Για τη γραµµική απεικόνιση του R3

f(x1, x2, x3) = (x1 + x2 − x3, x1 − x2 + x3, 2x1 − x2 + x3), x1, x2, x3 ∈ R
να ϐρεθούν :

α) Ο πυρήνας.

ϐ) Η διάσταση της εικόνας.

γ) Η εικόνα.

δ) Αν είναι 1-1.

Λύση
α) Αν u⃗ = (x1, x2, x3) ένα στοιχείο του πυρήνα της f ,

f(u⃗) = 0⃗ ⇔ (x1 + x2 − x3, x1 − x2 + x3,2x1 − x2 + x3) = 0⃗.

Ο πίνακας του οµογενούς αυτού συστήµατος είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1
1 −1 1

2 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Επειδή

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR
1 1 −1
1 −1 1

2 −1 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

και υπάρχει 2 × 2 µη µηδενική ορίζουσα του πίνακα Α, π.χ η

∣ 1 1

1 −1
∣ = 1(−1) − 1 ⋅ 1 = −2,

rank(A) = 2,

οπότε µπορούµε να ϐρούµε τους δύο αγνώστους συναρτήσει του τρίτου.

Η παραπάνω µη µηδενική 2 × 2 ορίζουσα αντιστοιχεί στους αγνώστους x1 και x2 και στην πρώτη

και δεύτερη εξίσωση του συστήµατος, οπότε ϐρίσκουµε τους x1 και x2 συναρτήσει του x3 λύνοντας

το σύστηµα της πρώτης και δεύτερης εξίσωσης αφού µεταφέρουµε τους όρους που περιέχουν x3
στα δεύτερα µέλη των εξισώσεων

x1 + x2 = x3
x1 − x2 = −x3,

από το οποίο προκύπτει (προσθέτοντας κατά µέλη)

x1 = 0 και x2 = x3.
ή, ϑέτοντας k = x3, {(x1, x2, x3) = (0, k, k), k ∈ R},
οπότε ο πυρήνας της f είναι

ker(f) = {(0, k, k), k ∈ R} = {k(0,1,1), k ∈ R}= span(0,1,1).
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ϐ) Από τη λύση του (α) προκύπτει ότι ο πυρήνας της f είναι διανυσµατικός υποχώρος διάστασης

ένα, οπότε, σύµφωνα µε την εξίσωση διάστασης, η διάσταση της εικόνας της f είναι

dim(Im(f)) = 3 − dim(ker(f)) = 3 − 1 = 2.

γ) Επειδή

f(x1, x2, x3) = x1(1,1,2) + x2(1,−1,−1), x1, x2 ∈ R},
im(f) = span [(1,1,2), (1,−1,−1)].

Τα διανύσµατα (1,1,2), (1,−1,−1) είναι µη παράλληλα, άρα και γραµµικώς ανεξάρτητα, οπότε η

εικόνα της f είναι διανυσµατικός υποχώρος του R3 διάστασης δύο.

δ) Επειδή

dim(ker(f)) = 1 ≠ 0,

η f δεν είναι 1-1.

`Ασκηση 8.12 Να ϐρεθούν για τη γραµµική απεικόνιση

f ∶ R4 → R3, f(x, y, z,w) = (x − y + z +w,x + 2y − z +w,3y − 2z), x, y, z ∈ R
α) η διάσταση και µία ϐάση της εικόνας της ϐ) η διάσταση του πυρήνα της

γ) µία ϐάση του πυρήνα της δ) αν είναι 1-1.

Λύση
Ο τύπος της f γράφεται ως

f(x, y, z,w) = x(1,1,0) + y(−1,2,3) + z(1,−1,−2) +w(1,1,0)
Ο πίνακας P

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 1 1

1 2 −1 1

0 3 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
των διανυσµάτων

v⃗1 = (1,1,0), v⃗2 = (−1,2,3), v3 = (1,−1,2) και v⃗4 = (1,1,0)
έχει ϐαθµό 2

rank(P ) = 2
αφού όλες οι 3× 3 υποορίζουσές του είναι µηδενικές και υπάρχει µη µηδενική ορίζουσα 2 × 2, π.χ

η

∣ 1 −1
1 2

∣ = 3 ≠ 0
Εποµένως,

dim (im(f)) = 2
και µία ϐάση της εικόνας im(f) είναι τα διανύσµατα

v⃗1 = (1,1,0) και v⃗2 = (−1,2,3)
που αντιστοιχούν σε µη µηδενική υποορίζουσα 2 × 2.
ϐ) Σύµφωνα µε την εξίσωση διάστασης

dim (ker(f)) + dim (im(f)) = 4
οπότε

dim (ker(f)) = 4 − 2 = 2
γ) Για να ϐρούµε µία ϐάση του πυρήνα της f λύνουµε το σύστηµα

f(x, y, z,w) = 0
το οποίο είναι
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x − y + z +w = 0

x + 2y − z +w = 0

3y − 2z = 0

Επειδή ο ϐαθµός του πίνακα του συστήµατος αυτού είναι 2, µπορούµε να ϐρούµε τους δύο αγνώ-

στους συναρτήσει των άλλων 2, δηλαδή των z και w από τις δύο πρώτες εξισώσεις (αντιστοιχούν σε

µη µηδενική υποορίζουσα 2 × 2 ),

x − y = −z −w
x + 2y = z −w

αφαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε

2y − (−y) = z −w − (−z −w) ⇔ 3y = 2z ⇔ y = 2z

3

οπότε η πρώτη δίνει

x = y − z −w = 2z

3
− z −w = −z

3
−w

΄Αρα,

ker(f) = {(−z
3
−w,

2z

3
, z,w) , z,w ∈ R}

= {z (−1
3
,
2

3
,1,0) +w(−1,0,0,1) z,w ∈ R}

= span{(−1
3
,
2

3
,1,0) , (−1,0,0,1)}

΄Αρα, µία ϐάση του πυρήνα της f είναι τα διανύσµατα

v⃗1 = (−1
3
,
2

3
,1,0) και v⃗2 = (−1,0,0,1)

δ) Η f δεν είναι 1 − 1 αφού

dim (ker(f)) ≠ 0
`Ασκηση 8.13 Για την γραµµική απεικόνιση f του R3 µε

f(x1, x2, x3) = (2x1 − x2 + x3, −4x1 + 2x2 − 2x3, 6x1 − 3x2 + 3x3)
να ϐρεθούν :

α) Η µηδενικότητα.

ϐ) Η διάσταση της εικόνας.

γ) Αν είναι 1-1.

Λύση
α) Ο πίνακας της f είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 1

−4 2 −2
6 −3 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή ∣A∣ = 0 και όλες οι 2 × 2 µη µηδενικές υποορίζουσές του είναι µηδέν,

rankA = 1,

οπότε, η µηδενικότητα της f είναι

null(f) = 3 − 1 = 2.

ϐ) Η διάσταση της εικόνας της f είναι

im(f) = 3 − null(f) = 3 − 2 = 1.

γ) Επειδή
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null(f) = 2 ≠ 0,

η f δεν είναι 1-1.

`Ασκηση 8.14 Να ϐρεθούν για τη γραµµική απεικόνιση T ∶ R2 → R3, για την οποία

T (−1,1) = (2,1,1) και T (0,−1) = (−1,0,1):
α) ο τύπος,

ϐ) ο πίνακας ως προς τις συνήθεις ϐάσεις των R2 και R3,

γ) αν είναι 1-1.

Λύση
Ο πίνακας της f ως προς τη ϐάση

B = {v⃗1 = (−1,1), v⃗2 = (0,−1)}
του R2 και τη συνηθισµένη ϐάση του R3 είναι

A′ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 −1
1 0

1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο πίνακας µετάβασης από τη συνήθη ϐάση στη ϐάση του R2 είναι

P = [ −1 0

1 −1
]

για τον οποίο

P−1 = 1∣P ∣ [ −1 0

−1 −1
] = [ −1 0

−1 −1
]

Ισχύει

A′ = AP
οπότε πολλαπλασιάζοντας σπό δεξιά µε τον P−1 παίρνουµε

A = A′P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 −1
1 0

1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ −1 0

−1 −1
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1

−1 0

−2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Αρα, ο τύπος της f στις συνήθεις ϐάσεις των R2 και R3 είναι (x, y οι συντεταγµένες ως προς τη

συνήθη ϐάση του R2)

f(x, y) = A[ x

y
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 1

−1 0

−2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ x

y
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x + y
−x

−2x − y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦= (−x + y,−x,−2x − y), x, y ∈ R
`Ασκηση 8.16 Για τη γραµµική απεικόνιση T ∶ R3 → R4 που ορίζεται από τη σχέση

T (x, y, z) = (2x − y + 5z, x − y + 7z, 2y + 6z,−x + y + z), x, y, z ∈ R
α) Να ϐρεθεί µία ϐάση της εικόνας και του πυρήνα της. ϐ) Να εξεταστεί αν είναι ένα προς ένα.

Λύση
α) Ο τύπος της T γράφεται

T (x, y, z) = x(2,1,0,−1) + y(−1,−1,2,1) + z(5,7,6,1), x, y, z ∈ R
Ο ϐαθµός του πίνακα
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P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 −1 5

1 −1 7

0 2 6

−1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
των διανυσµάτων του R4

v⃗1 = (2,1,0,−1), v⃗2 = (−1,−1,2,1) και v⃗3 = (5,7,6,1)
είναι

rank(P ) = 3
αφού η υποορίζουσα των 3 πρώτων γραµµών του πίνακα P είναιRRRRRRRRRRRRRR

2 −1 5

1 −1 7

0 2 6

RRRRRRRRRRRRRR
= −24 ≠ 0

Εποµένως, τα v⃗1, v⃗2 και v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα και

f(x, y, z) = span{v⃗1, v⃗2, v⃗3}
οπότε

dim (ker(f)) = 3 − 3 = 0
΄Αρα, ο πυρήνας της f είναι το 0⃗.

ϐ) Αφού dim (ker(f)) = 0, η f είναι 1 − 1.

`Ασκηση 8.17 Να ϐρεθούν για τη γραµµική απεικόνιση Τ του R3, για την οποία ισχύει

T (1,1,1) = T (1,1,−1) = (0,0,0) και T (−1,0,1) = (2,0,−2),
µια ϐάση του πυρήνα και µια ϐάση της εικόνας της Τ και να επαληθευτεί το ϑεώρηµα διάστα-

σης.

Λύση
Επειδή

T (1,1,1) = T (1,1,−1) = (0,0,0),
dim(ker(T )) = 2

και µια ϐάση του πυρήνα της Τ είναι τα διανύσµατα

v⃗1 = (1,1,1), v⃗2 = (1,1,−1).
Τα διανύσµατα

v⃗1 = (1,1,1), v⃗2 = (1,1,−1) και v⃗3(−1,0,1)
είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, διότι η ορίζουσα του πίνακα τους είναιRRRRRRRRRRRRRR

1 1 −1
1 1 0

1 −1 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 2 ≠ 0,

οπότε ο πίνακας της Τ είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 2

0 0 0

0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ετσι ο τύπος της Τ είναι

f(x1, x2, x3) = (2x3,0,−2x3)
οπότε

f(x1, x2, x3) = 2x3(1,0,−1) = span(1,0,−1).
`Αρα
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im(f) = span(1,0,−1).
Επειδή

dim(ker(f)) + dim(im(f)) = 2 + 1 = 3 = dim(R3),
το ϑεώρηµα διάστασης ισχύει στην περίπτωση αυτή.

`Ασκηση 8.27 Ο πίνακας, ως προς τις συνήθεις ϐάσεις του R4 και R3, της γραµµικής

απεικόνισης T ∶ R4 → R3 είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 k

k −1 0 1

1 3 k + 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και

T (1,0,2,−1) = (2,0,4).
α) Να αποδειχθεί ότι k = 1 και να ϐρεθεί ο τύπος της Τ.

ϐ) Να ϐρεθεί µια ϐάση του πυρήνα και µια ϐάση της εικόνας της Τ και να επαληθευτεί το

ϑεώρηµα διάστασης.

Λύση
α) Ο τύπος της Τ είναι

T (x, y, z,w) = (x − 2y + z + kw,kx − y +w,x + 3y + (k + 1)z +w). (i)
Εποµένως, επειδή T (1,0,2,−1) = (2,0,4),

(2,0,4) = (1 − 2 ⋅ 0 + 2 + k(−1), k ⋅ 1 − 0 − 1,1 + 3 ⋅ 0 + (k + 1)2 − 1),
οπότε προκύπτει το σύστηµα

3 − k = 2

k − 1 = 0

2k + 2 = 4

το οποίο έχει λύση

k = 1.

`Ετσι, από την (i) προκύπτει ότι ο τύπος της Τ είναι

T (x, y, z,w) = (x − 2y + z +w,x − y +w,x + 3y + 2z +w).
ϐ) Ο τύπος της Τ γράφεται

T (x, y, z,w) = x(1,1,1) + y(−2,−1,3) + z(1,0,2) +w(1,1,1)= span [(1,1,1), (−2,−1,3), (1,0, 2), (1, 1, 1)]
Τα τέσσερα αυτά διανύσµατα του R3 είναι προφανώς γραµµικώς εξαρτηµένα ενώ τα τρία πρώτα

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, αφού η ορίζουσα του πίνακά τους είναιRRRRRRRRRRRRRR
1 −2 1

1 −1 0

1 3 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 6 ≠ 0

`Αρα

im(T ) = R3.

Αν u⃗ = (x, y, z,w) ∈ R4 ένα στοιχείο του πυρήνα της T ,

T (u⃗) = 0⃗ ⇔ (x − 2y + z +w,x − y +w,x + 3y + 2z +w) = 0⃗.

Προκύπτει λοιπόν το οµογενές σύστηµα

x − 2y + z +w = 0

x − y +w = 0

x + 3y + 2z +w = 0
του οποίου ο πίνακας είναι
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A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −2 1 1

1 −1 0 1

1 3 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επειδή η υποορίζουσα των 3 πρώτων στηλών του Α είναι µη µηδενική,

rank(A) = 3,

οπότε ϐρίσκουµε τους τρεις αγνώστους x, y, z συναρτήσει του w λύνοντας το σύστηµα (w = k)

x − 2y + z = −k
x − y = −k

x + 3y + 2z = −k,
οπότε προκύπτει

(x, y, z,w) = (−k,0,0, k), k ∈ R},
`Αρα, ο πυρήνας της T είναι

ker(T ) = {(−k,0,0, k), k ∈ R} = {k(−1,0,0,1), k ∈ R}
= span(−1,0,0,1).

Επειδή

dim(ker(T )) + dim(im(T )) = 1 + 3 = 4 = dim(R4),
το ϑεώρηµα διάστασης ισχύει στην περίπτωση αυτή.

`Ασκηση 8.29 α) Να ϐρεθεί ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f που αντιστοιχεί σε

κάθε σηµείο του R3 το συµµετρικό του ως προς τον άξονα x1.

ϐ) Να ϐρεθούν σε τι µετασχηµατίζονται από την f :

i) Το επίπεδο

π ∶ 2x1 − x2 − x3 = 2.

ii) Η ευθεία ǫ µε διανυσµατική εξίσωση

r⃗(t) = (1 + t,2,−t).
Λύση
α) Αν το συµµετρικό ως προς το άξονα x1 ενός σηµείου A(x1, x2, x3) του R3 είναι το A′(x′

1
, x′

2
, x′

3
),

τότε
x′
1
= x1

x′
2
= −x2

x′
3
= −x3

ή, σε µορφή πινάκων, ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x′
1

x′
2

x′
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) i) Επειδή

2x1 − x2 − x3 = 2 ⇔ x3 = 2x1 − x2 − 2,

τα σηµεία του επιπέδου π έχουν συντεταγµένες (k = x1,m = x2)
(x1, x2, x3) = (k,m,2k −m − 2), k,m ∈ R,

οπότε οι εικόνες τους (x′
1
, x′

2
, x′

3
) είναι
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x′
1

x′
2

x′
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

k

m

2k −m − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

k

−m
−2k +m + 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Εποµένως το συµµετρικό, ως προς τον άξονα x1, του επιπέδου π είναι τα σηµεία

(x′
1
, x′

2
, x′

3
) = (k,−m,−2k +m + 2), k,m ∈ R.

Απαλείφοντας τα k,m από τις σχέσεις

x′
1
= k, x′

2
= −m, x′

3
= −2k +m + 2

προκύπτει

k = x′
1
, m = −x′

2
, x′

3
= −2x′

1
+ (−x′

2
) + 2

ή x′
3
= 2 − 2x′

1
− x′

2

οπότε το συµµετρικό, ως προς τον άξονα x1, του επιπέδου π είναι το επίπεδο

2x1 + x2 + x3 = 2.

ii) Οι συντεταγµένες των εικόνων µέσω της f των σηµείων

P (1 + t,2,−t)
της ǫ είναι

x′1 = x1 = 1 + t
x′
2
= −x2 = −2

x′
3
= −x3 = −(−t) = t

Οι εξισώσεις αυτές αποτελούν παραµετρικές εξισώσεις της εικόνας ǫ′ της ǫ µέσω της f . Εποµένως

το συµµετρικό, ως προς τον άξονα x1, της ευθείας ǫ είναι η ευθεία ǫ′ µε διανυσµατική εξίσωση

ǫ′ ∶ x⃗(t) = (1 + t,−2, t), t ∈ R.

`Ασκηση 8.30 α) Να ϐρεθεί ο τύπος της γραµµικής απεικόνισης f ∶ R2 → R3, ως προς τις

ϐάσεις v⃗1, v⃗2 του R2 και ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 του R3, αν

f(v⃗1) = (1,0,−1) και f(v⃗2) = (0,1,1).
ϐ) Αν v⃗1 = (1,−1), v⃗2 = (1,0)
και ǫ⃗1 = (1,0,1), ǫ⃗2 = (0,−1,1), ǫ⃗3 = (−1,0,0),
να ϐρεθεί ο τύπος της f ως προς τις συνήθεις ϐάσεις των R2 και R3.

Λύση
α) Ο πίνακας Α της f ως προς τις ϐάσεις v⃗1, v⃗2 του R2 και ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 του R3 έχει ως στήλες τις

συντεταγµένες, ως προς τη ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3, των εικόνων f(v⃗1), f(v⃗2) των v⃗1, v⃗2, οπότε

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

`Ετσι, ο τύπος της f ως προς τις ϐάσεις v⃗1, v⃗2 και ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 είναι

f(u⃗) = Au⃗,

ή f(x, y) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ x

y
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

−x + y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

όπου (x, y) οι συντεταγµένες ενός διανύσµατος u⃗ ως προς τη ϐάση v⃗1, v⃗2 και f(x, y) οι συντεταγ-

µένες της εικόνας του ως προς την ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3. ΄Αρα

f(x, y) = (x, y,−x + y).
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ϐ) Ο πίνακας Α της f ως προς τις συνήθεις ϐάσεις του R2 και R3 είναι

B = Q−1AP , (i)
όπου P ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση v⃗1, v⃗2 στη συνήθη ϐάση του R2 και Q ο πίνακας

µετάβασης από την ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 στη συνήθη ϐάση του R3.

Ο πίνακας µετάβασης από τη συνήθη ϐάση του R2 στην v⃗1, v⃗2 είναι ο P−1 και έχει ως στήλες τις

συντεταγµένες, ως προς τη συνήθη ϐάση, των v⃗1, v⃗2

P−1 = [ 1 1

−1 0
],

οπότε

P = (P−1)−1 = [ 0 −1
1 1

].
Ο πίνακας µετάβασης από την συνηθισµένη ϐάση του R3 στην ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 είναι

Q−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 −1
0 −1 0

1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

οπότε η (i) γίνεται

B = Q−1AP =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 −1
0 −1 0

1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1

−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ 0 −1
1 1

]

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 −1
0 −1 0

1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1
1 1

1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −3
−1 −1
1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Εποµένως, ο τύπος της f ως προς τις συνήθεις ϐάσεις του R2 και R3 είναι

f(x, y) = B [ x

y
] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −3
−1 −1
1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ x

y
]

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x − 3y
−x − y

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ή f(x, y) = (−x − 3y,−x − y,x).

`Ασκηση 8.31 Για τη γραµµική απεικόνιση του R3 µε πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1
−1 2 1

1 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
να ϐρεθούν οι εικόνες :

α) Της ευθείας µε καρτεσιανές εξισώσεις

x1 − x3 = 1 και x2 + x3 = 2.

ϐ) Του επιπέδου

x1 − 2x2 = 1.

Λύση
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α) Η εικόνα µέσω της f ενός σηµείου (x1, x2, x3) είναι το σηµείο (x′
1
, x′

2
, x′

3
), όπου

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x′
1

x′
2

x′
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1
−1 2 1

1 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x2 − x3
−x1 + 2x2 + x3

x1 + 2x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

x′1 = x2 − x3

x′
2
= −x1 + 2x2 + x3

x′
3
= x1 + 2x3.

Θέτοντας x3 = t, προκύπτουν παραµετρικές εξισώσεις της (ǫ)
x1 = 1 + t και x2 = 2 − t,

Εποµένως, οι συντεταγµένες των εικόνων µέσω της f των σηµείων

P (1 + t,2 − t, t)
της (ǫ) είναι

x′1 = x2 − x3 = 1 + t − t = 1
x′
2
= −x1 + 2x2 + x3 = −(1 + t) + 2(2 − t) + t = 3 − 2t

x′
3
= x1 + 2x3 = 1 + t + 2t = 1 + 3t

Οι εξισώσεις αυτές αποτελούν παραµετρικές εξισώσεις ευθείας, οπότε η εικόνα (ǫ′) της (ǫ) µέσω

της f είναι η ευθεία µε διανυσµατική εξίσωση

ǫ′ ∶ x⃗(t) = (2 − 2t,3 − 2t,1 + 3t), t ∈ R.

ϐ) Για τα σηµεία P (x1, x2, x3) του π ισχύει

x1 − 2x2 = 1 ή x1 = 1 + 2x2,
οπότε για τις εικόνες P ′(x′

1
, x′

2
, x′

3
) µέσω της f των σηµείων του π ισχύει

x′1 = x2 − x3

x′
2
= −x1 + 2x2 + x3 = −(1 + 2x2) + 2x2 + x3
= x3 − 1

x′
3
= x1 + 2x3 = 1 + 2x2 + 2x3
= 2x2 + 2x3 + 1.

Οι εξισώσεις αυτές αποτελούν παραµετρικές εξισώσεις επιπέδου, οπότε η εικόνα π′ µέσω της f του

π είναι το επίπεδο µε διανυσµατική εξίσωση (x2 = k,x3 =m)

π′ ∶ x⃗(k,m) = (k −m,m − 1,2k + 2m + 1).
Η καρτεσιανή εξίσωση του π′ προκύπτει απαλείφοντας τα k,m από τις παραµετρικές εξισώσεις του

x1 = k −m
x2 = m − 1
x3 = 2k + 2m + 1.

Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο πρώτες προκύπτει

x1 + x2 = k − 1 ⇔ k = x1 + x2 + 1
και

m = k − x1 = x1 + x2 + 1 − x1 = x2 + 1,

οπότε η τρίτη γίνεται
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x3 = 2(x1 + x2 + 1) + 2(x2 + 1) + 1
ή −2x1 − 4x2 + x3 = 5.
`Ασκηση 8.32 Για τη γραµµική απεικόνιση

f ∶ R4 → R3, f(x, y, z,w) = (x − y + z +w,x + 2y − z +w,3y − 2z), x, y, z ∈ R
α) Να ϐρεθούν η διάσταση της εικόνας και του πυρήνα της.

ϐ) Να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τιµές του k ώστε το διάνυσµα (1,3, k) να ανήκει στην εικόνα της f .

γ) Να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τιµές του k ώστε το διάνυσµα (1,0,0, k) να ανήκει στον πυρήνα της

f .

Στο ϐιβλίο υπάρχει λάθος στο (γ). Το σωστό είναι (1,0,0, k).
Λύση
α) Στην λύση της ΄Ασκησης 8.12 δείχνουµε ότι

im(f) = span{(1,1,0), (−1,2,3)}
και

ker(f) = span{(−1
3
,
2

3
,1,0), (−1,0,0, 1)}

ϐ) Για να ανήκει το διάνυσµα v⃗ = (1,3, k) στην εικόνα της f πρέπει

(1,3, k) = λ(1,1,0) +m(−1,2,3)
ή (1,3, k) = (λ −m,λ + 2m,3m), λ,m ∈ R
∆ηλαδή πρέπει να έχει λύση ως προς λ και m το παρακάτω σύστηµα

λ −m = 1

λ + 2m = 3

3m = k

Ο ϐαθµός του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
1 2

0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
είναι 2 (αφού ∣ 1 −1

1 2
∣ = 3 ≠ 0), οπότε για να έχει λύση το σύστηµα πρέπει ο ϐαθµός του επαυξη-

µένου πίνακά του

A∣B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 1

1 2 3

0 3 k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
να είναι 2. Αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν

det(A∣B) = 0 ⇔ A∣B =
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 1

1 2 3

0 3 k

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

⇔ 3k − 6 = 0 ⇔ k = 2
Εποµένως, το διάνυσµα v⃗ ανήκει στην εικόνα της f αν και µόνο αν k = 2.
γ) Για να ανήκει το διάνυσµα u⃗ = (1,0,0, k) στον πυρήνα της f πρέπει

u⃗ = λ(−1
3
,
2

3
,1,0) +m(−1,0,0,1)

ή (1,0,0, k) = (−λ
3
−m,

2λ

3
, λ,m)

∆ηλαδή πρέπει να έχει λύση το σύστηµα
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−
λ

3
−m = 1

2λ

3
= 0

λ = 0

m = k

Από τις 3 πρώτες εξισώσεις προκύπτουν

λ = 0 και m = −1
οποτε για να έχει λύση το σύστηµα πρέπει

k =m = −1
Εποµένως, για να ανήκει το διάνυσµα αυτό στον πυρήνα της f πρέπει k = −1.

`Ασκηση 8.33 Για τη γραµµική απεικόνιση f του R3 µε πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a 0 0

0 β 0

0 0 γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, a, β, γ > 0 σταθερές

να ϐρεθούν οι εικόνες :

α) Του σηµείου M(−1,2,3).
ϐ) Του επιπέδου

π ∶ x1 + x2 − x3 = 1.

γ) Της σφαίρας

S ∶ x2
1
+ x2

2
+ x2

3
= 1.

δ) Της ευθείας

x1 + x3 = 1, x2 = 2.
Λύση
α) Η εικόνα του σηµείου M(−1,2,3) είναι το σηµείο M ′(x′

1
, x′

2
, x′

2
), όπου⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x′
1

x′
2

x′
3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a 0 0

0 β 0

0 0 γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1
2

3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−a
2β

3γ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

M ′(−a,2β,3γ).
δ) Απο τις καρτεσιανές εξισώσεις

x1 + x3 = 1, x2 = 2
της ευθείας προκύπτει (ϑέτοντας x3 = t)

x1 = 1 − t, x2 = 2
Εποµένως, οι συντεταγµένες των εικόνων µέσω της f των σηµείων

P (1 − t,2, t)
της ǫ είναι

x′1 = ax1 = a(1 − t)
x′
2
= βx2 = 2β

x′
3
= γx3 = γt

Οι εξισώσεις αυτές αποτελούν παραµετρικές εξισώσεις της εικόνας ǫ′ της ǫ µέσω της f . Εποµένως,

η ǫ′ έχει διανυσµατική εξίσωση

ǫ′ ∶ x⃗(t) = (−a − at,2β, γt), t ∈ R.
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Κεφάλαιο 9

Ιδιοτιµές, ιδιοδιανύσµατα

`Ασκηση 9.1 Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1
0 0 1

0 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και να εξεταστεί αν ο Α διαγωνιοποιείται.

Λύση
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 1 −1
0 0 − λ 1

0 −2 −3 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
οπότε

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −2
Για λ1 = 1

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 −1
0 −1 1

0 −2 −4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
y − z
−y + z
−2y − 4z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

y − z = 0

−y + z = 0

−2y + 4z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = z = 0
οπότε

V (1) = {(x, y, z) = (x,0,0), x ∈ R}
= span(1,0,0)

Για λ2 = −1
181
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(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 1 −1
0 1 1

0 −2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2x + y − z

y + z
−2y − 2z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

2x + y − z = 0

y + z = 0

−2y − 2z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = −z
και 2x = −y + z = 2z ⇔ x = z
οπότε

V (−1) = {(x, y, z) = (z,−z, z), z ∈ R}
= span(1,−1,1)

Για λ3 = −2
(A − λ3I)v⃗ = 0⃗ ⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 1 −1
0 2 1

0 −2 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3x + y − z
2y + z
−2y − z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δηλαδή

3x + y − z = 0

2y + z = 0

−2y − z = 0

Οι δύο τελευταίες εξισώσεις δίνουν

z = −2y
και η πρώτη

3x = −y + z = −y − 2y ⇔ x = −y
Εποµένως,

V (−2) = {(x, y, z) = (−y, y,−2y), y ∈ R}
= span(−1,1,−2).

Αφου ο A έχει 3 διακριτές ιδιοτιµές, διαγωνιοποιείται.

`Ασκηση 9.2 Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα των παρακάτω γραµµικών

απεικονίσεων :

a) f(x, y) = (4x − y,2x + y), β) f(x, y, z) = (2x + y, y − z,2y + 4z)
Λύση
α) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A = [ 4 −1
2 1

]
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Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 4 − λ −1
2 1 − λ

∣ ⇔ λ2 − 5λ + 6 = 0
οπότε

λ1 = 2, λ2 = 3
Για λ1 = 2

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 2 −1
2 −1

][ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ 2x + 2y
2x + 2y

] = [ 0

0
]

δηλαδή

2x + 2y = 0 ⇔ x = −y
Εποµένως,

V (2) = {(x, y, z) = (−y, y, z), y, z ∈ R}
= span{(−1,1,0), (0,0,1)}

Για λ2 = 3
(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 −1

2 −2
][ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ x − y
2x − 2y

] = [ 0

0
]

δηλαδή

x − y = 0 ⇔ x = y
Εποµένως,

V (3) = {(x, y, z) = (y, y, z), y, z ∈ R}
= span{(1,1,0), (0,0, 1)}

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 1 0

0 1 −1
0 2 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
2 − λ 1 0

0 1 − λ −1
0 2 4 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

οπότε

λ1 = 2 (διπλή) και λ2 = 3.

Για λ1 = 2 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 − 2 1 0

0 1 − 2 −1
0 2 4 − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
y

−y − z
2y + 2z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δηλαδή
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y = 0

−y − z = 0

2y + 2z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = z = 0
οπότε

V (2) = {(x, y, z) = (x,0,0), x ∈ R}
= span(1,0,0)

Για λ2 = 3 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 − 3 1 0

0 1 − 3 −1
0 2 4 − 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x + y
−2y − z
2y + z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

−x + y = 0

−2y − z = 0

2y + z = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

z = −2y
x = y

΄Αρα,

V (3) = {(x, y, z) = (y, y,−2y) = y(1,1,−2), y ∈ R}
= span(1,1,−2)

`Ασκηση 9.3 Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα των πινάκων

a) A = [ 1 1

0 1
] β) A = [ 1 1

1 −1
]

Λύση
α) Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 1 − λ 1

0 1 − λ
∣ = 0 ⇔ (1 − λ)2 = 0

΄Αρα, ο A έχει µόα διπλή ιδιοτιµή την

λ1 = 1
Για λ1 = 1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λI)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 − 1 1

0 1 − 1
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ y

0
] = [ 0

0
]

΄Αρα y = 0
οπότε
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V (1) = {(x, y) = (x,0), x ∈ R}
= span(1,0)

ϐ) Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 1 − λ 1

0 1 − λ
∣ = 0 ⇔ λ2 − 1 − 1 = 0

΄Αρα, οι ιδιοτιµές του A είναι

λ = ±√2
Για λ1 =√2 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λI)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 −
√
2 1

1 −1 −
√
2
][ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ (1 −√2)x + y
x − (1 −√2)y ] = [ 0

0
]

΄Αρα από το σύστηµα αυτό προκύπτει

(1 −√2)x + y = 0 ⇔ y = (√2 − 1)x
Για x = 1 ισχύει

y = (√2 − 1),
οπότε

V (√2) = {k(1,√2 − 1), k ∈ R} = span(1,√2 − 1).
΄Οµοια προκύπτει

V (−√2) = {k(1 −√2,1), k ∈ R}
= span(1 −√2,1)

`Ασκηση 9.4 Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα των παρακάτω γραµµικών

απεικονίσεων και να εξεταστεί αν είναι διαγωνιοποιήσιµες

a) f(x, y) = (4x + 2y,x + 3y), β) f(x, y, z) = (x + 2y − z,x − y,2x − 2y),
γ) f(x, y, z) = (2x + y, y − z,2y + 4z).
Λύση
α) Ο πίνακας της γραµµικής αυτής απεικόνισης είναι

A = [ 4 2

1 3
]

Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 4 − λ 2

1 3 − λ
∣ = 0 ⇔ λ2 − 7λ + 10 = 0

΄Αρα, οι ιδιοτιµές του A είναι

λ1 = 5 ή λ2 = 2.

Για λ1 = 5 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λI)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 4 − 5 2

1 3 − 5
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ −x + 2y
x + 2y

] = [ 0

0
]

΄Αρα, από το σύστηµα αυτό προκύπτει

−x + 2y = 0 ⇔ x = 2y,
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οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής λ = 5 είναι

V (5) = {(x, y) = k(1,2) x ∈ R}
΄Οµοια προκύπτει

V (2) = {k(−1,1), k ∈ R}.
Επειδή η γραµµική αυτή απεικόνιση έχει δύο διακριτές ιδιοτιµές, είναι διαγωνιοποιήσιµη.

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 −1
1 −1 0

2 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 2 −1
1 1 − λ 0

2 −2 0 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ λ(1 − λ)(1 + λ) = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 2, λ2 = −1 και λ3 = 0
Για λ1 = 1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 1 2 −1
1 1 − 1 0

2 −2 0 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2y − z
x − 2y

2x − 2y − z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δηλαδή

2y − z = 0

x − 2y = 0

2x − 2y − z = 0

Από τις δύο πρώτες εξισώσεις προκύπτει

z = 2y και x = 2y
και αντικαθιστώντας στην τρίτη παίρνουµε

2 ⋅ 2y − 2y − 2y = 0 ⇔ 0 = 0
Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (1) = {(x, y, z) = (2y, y,2y) = y(2,1,2), y ∈ R}
= span(2,1,2)

Για λ2 = −1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − (−1) 2 −1

1 1 − (−1) 0

2 −2 0 − (−1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2x + 2y − z

x

2x − 2y + z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

2x + 2y − z = 0

x = 0

2x − 2y + z = 0
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Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

z = 2y και x = 0
οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (3) = {(x, y, z) = (0, y,2y) = y(0,1,2), y ∈ R}
= span(0,1,2)

Για λ3 = 0 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 0 2 −1
1 1 − 0 0

2 −2 0 − 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x + 2y − z

x − y
2x − 2y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

x + 2y − z = 0

x − y = 0

2x − 2y = 0

Από τις εξισώσεις αυτές προκύπτει

y = x
και z = x + 2y = x + 2x = 3x,

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (3) = {(x, y, z) = (x,x,3x) = x(1,1,3), x ∈ R}= span(1,1,3)
Επειδή ο πίνακας αυτός έχει 3 διακριτές ιδιοτιµές, είναι διαγωνιοποιήσιµος.

`Ασκηση 9.5 Να εξεταστεί αν οι παρακάτω πίνακες διαγωνιοποιούνται

a) A = [ 1 1

0 1
] β) A = [ 1 1

1 −1
] γ) A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
9 0 0

−5 1 0

−8 6 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
δ)A = [ 1 1

1 1
] ǫ)A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 −2
0 0 1

0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
α) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A = [ 1 1

1 1
]

Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔ ∣ 1 − λ 1

1 1 − λ
∣ = 0 ⇔ λ(1 − λ)2 − 1 = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 0, λ2 = 2
Για λ1 = 0 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ ∣ 1 − 0 1

1 1 − 0
∣ [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ x + y
x + y

] = [ 0

0
]
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δηλαδή

x + y = 0 ⇔ x = −y
Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (0) = {(x, y) = (−y, y) = y(−1,1), y ∈ R}
= span(−1,1)

Για λ2 = 2 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔ [ 1 − 2 1

1 1 − 2
] [ x

y
] = [ 0

0
]

⇔ [ −x + y
x − y

] = [ 0

0
]

δηλαδή

x − y = 0 ⇔ x = y
Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (0) = {(x, y) = (y, y) = y(1,1), y ∈ R}= span(1,1)
Επειδή ο πίνακας αυτός έχει 2 διακριτές ιδιοτιµές είναι διαγωνιοποιήσιµος.

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 −2
0 0 1

0 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
−1 − λ 0 −2

0 0 − λ 1

0 −1 1 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ λ − (1 + λ)(λ2 − λ + 1) = 0

η µόνη πραγµατική ιδιοτιµή είναι

λ1 = −1
Επειδή όλες οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου δεν είναι πραγµατικές, ο πίνακας δεν είναι

διαγωνιοποιήσιµος.

`Ασκηση 9.7 α) Να δειχθεί ότι η γραµµική απεικόνιση του R3 µε τύπο

f(x, y, z) = (x + y − z, z,−2y − 3z)
είναι διαγωνιοποιήσιµη και να ϐρεθεί η ϐάση ως προς την οποία ο πίνακας της είναι διαγώνιος και

ο τύπος της ως προς τη ϐάση αυτή.

ϐ) Να ϐρεθεί ο τύπος της απεικόνισης f4(x) ως προς την κανονική ϐάση του R3.

Λύση
α) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 −1
0 0 1

0 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 1 −1
0 0 − λ 1

0 −2 −3 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ λ(1 − λ)(λ2 + 3λ + 2) = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι
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λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −2
και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι είναι

V (1) = span(1,0,0)
V (−1) = span(−1,1,−1)
V (−2) = span(1,−1,2)

ϐ) Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f4 είναι ο A4.

Ισχύει

A4 = PD4P−1 (i)
όπου D ο αντίστοιχος του A διαγώνιος πίνακας µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του

D =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 −1 0

0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ισχύει (ϐλ. Πρόταση 3.7)

D4 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
14 0 0

0 (−1)4 0

0 0 (−2)4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο πίνακας µετάβασης P από τη συνήθη ϐάση στη ϐάση στην οποία ο A είναι διαγώνιος έχει ως

στήλες τα ιδιοδιανύσµατά του

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 1

0 1 −1
0 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και ο αντίστροφός του είναι

P−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0

0 2 1

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Ετσι, η (i) δίνει

A4 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0

0 2 1

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 16

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0

0 2 1

0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 15 15

0 −14 −15
0 30 31

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Αρα, ο τύπος της απεικόνισης f4 ως προς την κανονική ϐάση του R3 είναι

f4(x, y, z) = (x + 15y + 15z,−14y − 15z,30y + 31z)
`Ασκηση 9.8 Να δειχθεί ότι η γραµµική απεικόνιση του R4 µε τύπο

f(x1, x2, x3, x4) =
(x1 + 2x2 + x3 + 2x4,2x1 + x2 + 2x3 + x4, x1 + 2x2 + x3 + 2x4,2x1 + x2 + 2x3 + x4)

είναι διαγωνιοποιήσιµη και να ϐρεθεί η ϐάση ως προς την οποία ο πίνακας της είναι διαγώνιος και

ο τύπος της ως προς τη ϐάση αυτή.

Λύση
Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι
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A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 1 2

2 1 2 1

1 2 1 2

2 1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 − λ 2 1 2

2 1 − λ 2 1

1 2 1 − λ 2

2 1 2 1 − λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 0

οι ϱίζες της εξίσωσης αυτής είναι

λ1 = −2, λ2 = 0 (διπλή) , λ3 = 6
και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι των ιδιοτιµών λ1 = −2, λ3 = 6 είναι

V (−2) = span(1,−1,1,−1)
V (6) = span(1,1,1,1)

Για λ2 = 0 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 − 0 2 1 2

2 1 − 0 2 1

1 2 1 − 0 2

2 1 2 1 − 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x + 2y + z + 2w
2x + y + 2z +w
x + 2y + z + 2w
2x + y + 2z +w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

x + 2y + z + 2w = 0

2x + y + 2z +w = 0

Από τις δύο αυτές εξισώσεις ϐρίσκουµε τους 2 αγνώστους, x και y συναρτήσει των z και w, γράφο-

ντας το σύστηµα ως

x + 2y = −z − 2w
2x + y = −2z −w

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση επί −2 και προσθέτοντας κατά µέλη µε τη δεύτερη εξίσωση

παίρνουµε

−4y + y = 2z + 4w − 2z −w ⇔ −3y = 3w ⇔ y = −w
Αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση παίρνουµε

x = −2y − z − 2w = −2(−w) − z − 2w = −z
Εποµένως, ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (0) = {(x, y, z,w) = (−z,−w,−z,w) = z(−1,0,1,0) +w(0,−1,0,1), z,w ∈ R}
= span{(−1,0,1,0), (0,−1, 0, 1)}

΄Αρα, dim (V (0)) = 2,
οπότε ο πίνακας A είναι διαγωνιοποιήσιµος και ο αντίστοιχος διαγώνιος πίνακας είναι ο

D =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Ο πίνακας µετάβασης από τη συνηθισµένη ϐάση στη ϐάση στην οποία ο πίνακας της f είναι

διαγώνιος είναι ο (έχει ως στήλες γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα)

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 1

−1 0 −1 1

1 1 0 1

−1 0 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ο τύπος της f στη ϐάση αυτή είναι (x′

1
, x′

2
, x′

3
, x′

4
οι συντεταγµένες ως προς τη νέα ϐάση)

f(x′
1
, x′

2
, x′

3
, x′

4
) = D

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2x1
0

0

6x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Αρα,

f(x′
1
, x′

2
, x′

3
, x′

4
) = (−2x1,0,0,6x4)

`Ασκηση 9.10 Να δειχθεί ότι η γραµµική απεικόνιση του R3 µε τύπο

f(x1, x2, x3) = (5x − 6y − 6z,−x + 4y + 2z,3x − 6y − 4z), x, y, z ∈ R
είναι διαγωνιοποιήσιµη και να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα της γραµµικής απεικόνι-

σης

f2 − 2f + 3I.

Λύση
Ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f είναι

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 −6 −6
−1 4 2

3 −6 −4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι ιδιοτιµές του πίνακα A προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
5 − λ −6 −6
−1 4 − λ 2

3 −6 −4 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ −(λ − 2)2(λ − 1) = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 1 και λ2 = 2 (διπλή)

Για λ1 = 1 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 − 1 6 −6
−1 4 − 1 2

3 −6 −4 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4x − 6y − 6z
−x + 3y + 2z
3x − 6y − 5z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε

4x − 6y − 6z = 0

−x + 3y + 2z = 0

3x − 6y − 5z = 0
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Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής

V (1) = {(x, y, z) = y(−3,1,−3), y ∈ R}
= span(−3,1,−3)

Για λ2 = 2 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
5 − 2 −6 −6
−1 4 − 2 2

3 −6 −4 − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3x − 6y − 6z
−x + 2y + 2z
3x − 6y − 6z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από τις 3 αυτές εξισώσεις, που είναι ισοδύναµες, προκύπτει ότι

−x + 2y + 2z = 0 ⇔ x = 2y + 2z
οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (2) = {(x, y, z) = (2y + 2z, y, z) = y(2,1,0) + z(2,0,1), y, z ∈ R}
= span{(2,1,0), (2,0, 1)}

Οι ιδιοτιµές της γραµµικής απεικόνισης g = f2 − 2f + 3 είναι

β1 = 12 − 2 ⋅ 1 + 3 = 2
β2 = 22 − 2 ⋅ 2 + 3 = 3

Επειδή για την διπλή ιδιοτιµή ισχύει

dim (V (2)) = 2
η γραµµική απεικόνιση f είναι διαγωνιοποιήσιµη, οπότε τα ιδιοδιανύσµατατης της g είναι οι

παραπάνω ιδιοχώροι, δηλαδή

V (β1) = span(−3,1,−3)
V (β2) = span{(2,1,0), (2,0, 1)}

`Ασκηση 9.14 Η γραµµική απεικόνιση f του R3 απεικονίζει τα διανύσµατα µίας ϐάσης του ǫ⃗1, ǫ⃗2
στα

f(ǫ⃗1) = 9ǫ⃗1 − 5ǫ⃗2 − 8ǫ⃗3, f(ǫ⃗2) = ǫ⃗2 + 6ǫ⃗3 και f(ǫ⃗3) = ǫ⃗3. (1)

α) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές της f και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα.

ϐ) Να εξεταστεί αν η f είναι διαγωνιοποιήσιµη.

Λύση
Ο πίνακας της f έχει ως στήλες τις εικόνες των διανυσµάτων της ϐάσης

A = [f(e⃗1) f(e⃗2) f(e⃗3)] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

9 0 0

−5 1 0

−8 6 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Στο Παράδειγµα 9.3 δείχνουµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα αυτού είναι

λ1 = 1 (διπλή) λ2 = 9 (απλή)

και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι είναι

V (1) = span(0,0,1)
V (9) = span(−32,20,47)

ϐ) Επειδή η διάσταση του ιδιοχώρου της διπλής ιδιοτιµής λ1 = 1 είναι

dim (V (1)) = 1,
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η f δεν είναι διαγωνιοποιήσιµη

`Ασκηση 9.18 α) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 2

1 2 −1
−1 1 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
διαγωνιοποιείται και να ϐρεθεί µία διαγωνιοποίησή του.

ϐ) Να ϐρεθεί ο A7.

Λύση
Οι ιδιοτιµές του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 −2
1 2 −1
−1 −1 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 2 −2
1 2 − λ −1
−1 −1 4 − λ

RRRRRRRRRRRRRR
= 0 ⇔ −(λ − 3)2(λ − 1) = 0

οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα είναι

λ1 = 1 και λ2 = 3 (διπλή).

Για λ1 = 1 προκύπτει ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής είναι

V (1) = {k(−2,1,−1), k ∈ R} = span(−2,1,−1).
Για λ2 = 3 παίρνουµε το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 3 2 −2
1 2 − 3 −1
−1 −1 4 − 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2x + 2y + 2z

x − y − z
−x + y + z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Οι εξισώσεις αυτές ισοδυναµούν µε την

x − y − z = 0 ⇔ z = x − y,

οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (3) = {(x, y, z) = (x, y, x − y) = x(1,0,1) + y(0,1,−1), x, y ∈ R}
= span{(1,0,1), (0,1,−1)} .

Εποµένως, ο πίνακας A διαγωνιοποιείται, και ο πίνακας µετάβασης στη ϐάση στην οποία ο A

γίνεται διαγώνιος είναι

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1 0

1 0 1

−1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ο αντίστοιχος διαγώνιος πίνακας είναι ο

D =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 3 0

0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και ισχύει

D = P−1AP
ϐ) Σύµφωνα µε το Παράδειγµα 9.10γ

A7 = PD7P−1
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όπου (ϐλ. Πρόταση 3.7)

D7 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
17 0 0

0 37 0

0 0 37

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2187 0

0 0 2187

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Βρίσκουµε

P−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−
1

2

1

2

1

2
0 1 1
1

2

1

2
−
1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε από την (i) προκύπτει

A7 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1 0

1 0 1

−1 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 2187 0

0 0 2187

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−
1

2

1

2

1

2
0 1 1
1

2

1

2
−
1

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2186 2186

1093 1094 −1093
−1093 1093 2187

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 9.21 α) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα

B = A3 − 2A2 + 3A − 2I,

όπου

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 0 −2
0 2 0

−2 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

ϐ) Να εξεταστεί αν ο Α είναι αντιστρέψιµος.

Λύση
α) Με τον γνωστό τρόπο προκύπτει ότι οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = 0, λ2 = 2 και λ3 = 4 (απλές) και

οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι

V (λ1) = {(k,0, k), k ∈ R}
V (λ2) = {(0, k,0), k ∈ R}
V (λ3) = {(−k,0, k), k ∈ R}

Επειδή ο Α έχει 3 διαφορετικές ιδιοτιµές, είναι διαγωνιοποιήσιµος, οπότε οι ιδιοτιµές του πίνακα

Β είναι

β1 = λ3

1
− 2λ2

1
+ 3λ1 − 2 = 03 − 2 ⋅ 02 + 3 ⋅ 0 − 2 = −2

β2 = λ3

2
− 2λ2

2
+ 3λ2 − 2 = 23 − 2 ⋅ 22 + 3 ⋅ 2 − 2 = 4

β3 = λ3

3
− 2λ2

3
+ 3λ3 − 2 = 43 − 2 ⋅ 42 + 3 ⋅ 4 − 2 = 42

και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

V (β1) = {(k,0, k), k ∈ R} = span(1,0,1)
V (β2) = {(0, k,0), k ∈ R} = span(0,1,0)
V (β3) = {(−k,0, k), k ∈ R} = span(−1,0,1)
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`Ασκηση 9.22 α) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

1 2 1

1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Να γραφεί (αν αυτό είναι δυνατόν) το διάνυσµα v⃗ = (0,1,1) ως γραµµικός συνδυασµός ιδιοδια-

νυσµάτων του Α.

Λύση
Οι ιδιοτιµές του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

1 2 1

1 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
προκύπτουν από την εξίσωση

∣A − λI ∣ = 0 ⇔
RRRRRRRRRRRRRR
1 − λ 0 0

1 2 − λ 1

1 0 1 − λ
RRRRRRRRRRRRRR
= 0

⇔ ∣ 2 − λ 1

0 1 − λ ∣ = 0
⇔ (1 − λ)2(2 − λ) = 0
⇔ λ1 = 1 (διπλή) και λ2 = 2 (απλή)

Για την ιδιοτιµή λ1 = 1, προκύπτει το σύστηµα

(A − λ1I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 1 0 0

1 2 − 1 1

1 0 1 − 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

x + y + z
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από το σύστηµα αυτό προκύπτει

z = 0 και y = −x
οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (1) = {(x, y, z) = (x,−x,0) = x(1,−1,0), x ∈ R}
= span(1,−1,0)

Για την ιδιοτιµή λ2 = 0, προκύπτει το σύστηµα

(A − λ2I)v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 2 0 0

1 2 − 2 1

1 0 1 − 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x

y

z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−x
x + z
x − z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Από το σύστηµα αυτό προκύπτει

z = 0 και x = 0,
οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (2) = {(x, y, z) = (0, y,0) = y(0,1,0), y ∈ R}
= span(0,1,0)
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Γράφουµε το v⃗ = (0,1,1) ως γραµµικό συνδυασµό των ιδιοδιανυσµάτων του A

v⃗ = kv⃗1 + λv⃗2 ⇔ (0,1,0) = k(1,−1,0) + λ(0,1,0) ⇔ (0,1,1) = (k,−k + λ,0)
που είναι προφανώς αδύνατο, οπότε το διάνυσµα v⃗ δε µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυα-

σµός των ιδιοδιανυσµάτων του A.

`Ασκηση 9.30 Να δειχθεί ότι αν η λ1 είναι ιδιοτιµή ενός n×n αντιστρέψιµου πίνακα Α και

v⃗1 ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, τότε η
1

λ1

είναι ιδιοτιµή του αντιστρόφου A−1 του A και το

v⃗1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί σε αυτή.

Λύση
Αν η λ1 είναι ιδιοτιµή του πίνακα Α και v⃗1 ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, τότε

Av⃗1 = λ1v⃗1. (i)
Πολλαπλασιάζοντας την (i) επί τον αντίστροφο A−1 του Α προκύπτει

A−1(Av⃗1) = A−1(λ1v⃗1)
ή (A−1A)v⃗1 = λ1(A−1v⃗1).
ή Iv⃗1 = λ1(A−1v⃗1),
όπου I ο n × n µοναδιαίος πίνακας, ή (λ1 ≠ 0, αφού ο Α είναι αντιστρέψιµος)

A−1v⃗1 = 1

λ1

v⃗1.

Εποµένως, η
1

λ1

είναι ιδιοτιµή του αντιστρόφου A−1 του Α και το v⃗1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που

αντίστοιχεί σε αυτή.

`Ασκηση 9.31 Να δειχθεί ότι αν η λ1 ≠ 0 είναι ιδιοτιµή ενός n×n πίνακα Α και το v⃗1 είναι

ένα ιδιοδιάνυσµα που αντίστοιχεί σε αυτή, τότε η
∣A∣
λ1

είναι ιδιοτιµή του συµπληρωµατικού

του adj(A) του Α και το v⃗1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα που αντίστοιχεί σε αυτή.

Λύση
Αν η λ1 είναι ιδιοτιµή του πίνακα Α και v⃗1 ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, τότε

Av⃗1 = λ1v⃗1. (i)
Πολλαπλασιάζοντας την (i) επί τον συµπληρωµατικό adj(A) του Α προκύπτει

adj(A)(Av⃗1) = adj(A)(λ1v⃗1)
ή (adj(A)A)v⃗1 = λ1(adj(A)v⃗1). (ii)
Επειδή

adj(A)A = ∣A∣A−1A = ∣A∣I,

όπου I ο n × n µοναδιαίος πίνακας, οπότε η (ii) δίνει

ή ∣A∣Iv⃗1 = λ1(adj(A)v⃗1)
ή (λ1 ≠ 0)

adj(A)v⃗1 = ∣A∣
λ1

v⃗1

Εποµένως, η
∣A∣
λ1

είναι ιδιοτιµή του συµπληρωµατικού του adj(A) του Α και το v⃗1 είναι ένα ιδιο-

διάνυσµα που αντίστοιχεί σε αυτή.
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`Ασκηση 9.32 Να εξεταστεί αν ο πίνακας

A = [ cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
διαγωνοποιείται :

α) στο R.

ϐ) στο C.

Λύση
α) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α είναι

PA(λ) = ∣A − λI ∣
= ∣ cos θ − λ − sin θ

sin θ cos θ − λ
∣

= (cos θ − λ)2 + sin2 θ
οπότε οι ιδιοτιµές του Α είναι οι ϱίζες της εξίσωσης

PA(λ) = 0 ⇔ (cos θ − λ)2 + sin2 θ = 0. (i)
Για sin θ ≠ 0 ⇔ θ ≠ kπ, k ∈ Z, η εξίσωση αυτή είναι προφανώς αδύνατη στο R, οπότε ο Α δεν

διαγωνοποιείται στο R στην περίπτωση αυτή.

Για θ = kπ, k ∈ Z ο Α γίνεται :

A = [ 1 0

0 1
] , αν k άρτιος

A = [ −1 0

0 −1
] , αν k περιττός

οπότε στην περίπτωση αυτή ο Α είναι διαγώνιοποιήσιµος.

ϐ) Στο C η (i) έχει τις δύο ϱίζες

λ1 = cos θ + i sin θ και λ2 = cos θ − i sin θ,

οπότε ο Α διαγωνοποιείται στο C.

Με τον γνωστό τρόπο προκύπτει ότι οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι είναι

V (λ1) = {(z1,−iz1} = {z1(1,−i), z1 ∈ C} = span(1,−i)
V (λ2) = {(z1, iz1} = {z1(1, i), z1 ∈ C} = span(1, i) .
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Κεφάλαιο 10

Κανονική µορφή Jordan γραµµικής

απεικόνισης ή πίνακα

`Ασκηση 10.1 α) Να ϐρεθεί ο ισοδύναµος κανονικός Jordan πίνακας του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

5 4 2 1

0 −1 −1 −1
−1 −1 3 0

1 1 −1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Να ϐρεθεί ο πίνακας An

Λύση
α) Ο ισοδύναµος κανονικός Jordan πίνακας του πίνακα ΄Α είναι ο

J =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 4 1

0 0 0 4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και ο αντίστοιχος πίνακας µετάβασης ο

P =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 −1 −1
1 −1 0 0

0 0 1 1

0 1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 10.2 α) Να ϐρεθεί ο ισοδύναµος κανονικός Jordan πίνακας του πίνακα

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 0 0 1

0 1 1 0

0 0 1 −2
0 0 0 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ϐ) Να ϐρεθεί ο πίνακας An

Λύση
Επειδή ο πίνακας είναι κάτω τριγωνικός το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι

∣A − λI ∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−2 − λ 0 0 1

0 1 − λ 1 0

0 0 1 − λ −2
1 0 0 −2 − λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= (2 + λ)2(1 − λ)2

του οποίου οι ϱίζες είναι

λ1 = −2 και λ2 = 1
199
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Για τα διανύσµατα v⃗ = [x y z w]T του ιδιοχώρου V (−2) της ιδιοτιµής λ1 = −2 ισχύει

(A − λ1I) v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1

0 3 1 0

0 0 3 −2
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0⃗ ⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w

3y + z
3z − 2w

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0⃗

΄Αρα y = z = w = 0, οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (−2) = {(x,0,0,0), x ∈ R} . (i)
οπότε

dimV (−2) = 2
΄Αρα, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 10.4, στην ιδιοτιµή λ1 = −2 αντιστοιχεί ένα µπλοκ Jordan

διάστασης 2. Για την ιδιοτιµή λ2 = 1 ισχύει

(A − λ2I) v⃗ = 0⃗ ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 −2
0 0 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0⃗ ⇔

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3x +w
z

−2w
−3w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0⃗

΄Αρα x = z = w = 0, οπότε ο ιδιοχώρος της ιδιοτιµής αυτής είναι

V (1) = {(0, y,0,0), y ∈ R} . (ii)
οπότε

dimV (1) = 1
΄Αρα, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 10.4, στην ιδιοτιµή λ2 = 1 αντιστοιχεί ένα µπλοκ Jordan

διάστασης 2.

Εποµένως, ο ισοδύναµος κανονικός Jordan πίνακας του πίνακα A είναι

J =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 0 0

0 −2 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Σύµφωνα µε την Πρόταση 10.4, ισχύει

An = PJnP−1 (iii)
΄Ενα ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή λ1 = −2 είναι το (ϑέτουµε x = 1 στην (i))

v⃗1 = [1 0 0 0]T .

και το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα

u⃗1 = [x y z w]T .

προκύπτει από την

(A − λ1I) u⃗1 = v⃗1 ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1

0 3 1 0

0 0 3 −2
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w

3y + z
3z − 2w

x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
΄Αρα,

w = 1, z = 2

3
και y = −2

9
οπότε

u⃗1 = [0 2

3

−2
9

1]T .

Για το άλλο γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα u⃗2 ισχύει

(A − λ2I) u⃗2 = v⃗2 ⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 −2
0 0 0 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x

y

z

w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇔
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−3x +w
z

−2w
−3w

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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΄Αρα z = 1 και w = y = 0 οπότε ϑέτοντας y = 0 προκύπτει

u⃗1 = [0 0 1 0]T .

Επίσης, ο πίνακας µετάβασης για την κανονική µορφή Jordan του πίνακα A είναι

P = [v⃗1 u⃗1 v⃗2 u⃗2] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0
2

3
1 0

0 −
2

9
0 1

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
οπότε µε τη µέθοδο της Ενότητας 2.5 προκύπτει

P−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 −0.67
0 0 0 0.22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Επίσης,

Jn = [ Jn
1
(−2) 0

0 Jn
2
(1) ]

όπου

Jn
1 (−2) = [ (−2)n n ⋅ (−2)n−1

0 2n
]

και Jn
1 (1) = [ 1n n ⋅ 1n−1

0 1n
] = [ 1 n

0 1
]

΄Ετσι, προκύπτει

Jn =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1n n ⋅ 1n−1 0 0

0 2n 0 0

0 0 1 n

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
και από την (i) προκύπτει ότι

An =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0
2

3
1 0

0 −2
9

0 1

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1n n ⋅ 1n−1 0 0

0 2n 0 0

0 0 1 n

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 −0.67
0 0 0 0.22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
`Ασκηση 10.3 Να ϐρεθεί ο An µε

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−3 6 0

2 1 0

0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Λύση
Οι ιδιοτιµές του A είναι

λ1 = 3 (διπλή) και , λ2 = −2 (απλή)

΄Αρα,
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An = σ2A
2 + σ1A + σ0I

= σ2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
21 −12 0

−4 13 0

0 0 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ σ1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−3 6 0

2 1 0

0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ σ0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
21σ2 − 3σ1 + σ0 −12σ2 + 6σ1 0

−4σ2 + 2σ1 13s2 + σ1 + σ0 0

0 0 9s2 + 3σ1 + σ0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
όπου Π(λ) = σ2λ2 + σ1λ + σ0
µε Π′(λ) = 2σ2λ + σ1
και

3n = 9σ2 + 3σ1 + σ0

3n = 6σ2 + σ1

(−5)n = 25σ2 − 5σ1 + σ0
οπότε προκύπτει το σύστηµα

3σ19 + σ2 + σ0 = 3n

σ1 + 6σ2 + σ0 = 3n

−5σ1 + 25σ2 + σ0 = (−5)n
από το οποίο ϐρίσκουµε τις τιµές των σ2, σ1, σ0

σ0 = − 3

32
(−5)n − 85

32
3n

σ1 = − 1

64
(−5)n + 57

64
3n

σ2 = 1

64
(−5)n + 7

64
3n

οπότε

21σ2 − 3σ1 + σ0 = 15

64
(−5)n + 73

32
3n

−12σ2 + 6σ1 = − 9

32
(−5)n + 129

32
3n

−4σ2 + 2σ1 = 3

32
(−5)n + 43

32
3n

13σ2 + σ1 + σ0 = 3

32
(−5)n − 11

32
3n

9σ2 + 3σ1 + σ0 = − 3

64
(−5)n + 3n

`Αρα, ο πίνακας An είναι

An =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

15

64
(−5)n + 73

32
3n −

9

32
(−5)n + 129

32
3n 0

3

32
(−5)n + 43

32
3n

3

32
(−5)n − 11

32
3n 0

0 0 −
3

64
(−5)n + 3n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.



Κεφάλαιο 11

Ευκλείδειοι διανυσµατικοί χώροι

`Ασκηση 11.1 Να δειχθεί ότι για οποιαδήποτε διανύσµατα u⃗, v⃗ ενός ευκλείδειου διανυ-

σµατικού χώρου

∣u⃗ + v⃗∣2 + ∣u⃗ − v⃗∣2 = 2(∣u⃗∣2 + ∣v⃗∣2)
Λύση

∣u⃗ + v⃗∣2 + ∣u⃗ − v⃗∣2 = ∣u⃗∣2 + ∣v⃗∣2 + 2u⃗ ⋅ v⃗ + ∣u⃗∣2 + ∣v⃗∣2 − 2u⃗ ⋅ v⃗
= 2∣u⃗∣2 + 2∣v⃗∣2
= 2(∣u⃗∣2 + ∣v⃗∣2) .

`Ασκηση 11.2 Να ϐρεθούν η διάσταση και ϐάση των διανυσµατικών υποχώρων του ευκλει-

δείου διανυσµατικού χώρου R4 που αποτελούνται από τα διανύσµατα του R4 που είναι :

α) Κάθετα στο διάνυσµα a⃗ = (1,1,1,1).
ϐ) Κάθετα στα διανύσµατα β⃗ = (1,0,0,−1) και γ⃗ = (−1,0,1,0).

Λύση
α) Αν u⃗ = (u1, u2, u3, u4),

u⃗ ⊥ a⃗ ⇔ (u1, u2, u3, u4) ⋅ (1,1,1,1) = 0
⇔ u1 + u2 + u3 + u4 = 0
⇔ u4 = −u1 − u2 − u3

οπότε τα κάθετα στο a⃗ διανύσµατα του R4 είναι ο διανυσµατικός υπόχωρος (ϐλ. πρότ. 11.8)

V = {(u1, u2, u3, u4) ∶ u4 = −u1 − u2 − u3}
= {(u1, u2, u3,−u1 − u2 − u3), u1, u2, u3 ∈ R}
= {u1(1,0,0,−1) + u2(0,1,0,−1) + u3(0,0,1,−1)}
= span [(1,0,0,−1), (0,1, 0,−1), (0,0, 1,−1)]

Ο ϐαθµός του πίνακα

A =
⎛⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1 −1 −1

⎞⎟⎟⎟⎠
των διανυσµάτων v⃗1 = (1,0,0,−1), v⃗2 = (0,1,0,−1), v⃗3 = (0,0,1,−1) είναι

203
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rank(A) = 3,

διότι η υποορίζουσα των πρώτων 3 γραµµών του είναι (τριγωνική)

A = ⎛⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎠ = 1 ≠ 0.

Εποµένως η διάσταση του V είναι 3 και τα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν

µια ϐάση του V .

ϐ) Αν u⃗ = (u1, u2, u3, u4),
u⃗ ⊥ β⃗ ⇔ (u1, u2, u3, u4) ⋅ (1,0,0,−1) = 0

⇔ u1 − u4 = 0
⇔ u4 = u1

u⃗ ⊥ γ⃗ ⇔ (u1, u2, u3, u4) ⋅ (−1,0,1,0) = 0
⇔ −u1 + u3 = 0
⇔ u3 = u1

οπότε τα κάθετα στα β⃗ και γ⃗ διανύσµατα του R4 είναι ο διανυσµατικός υπόχωρος (ϐλ. πρότ. 11.8)

V = {(u1, u2, u3, u4) ∶ u4 = u1 και u3 = u1}
= {(u1, u2, u1, u1), u1, u2 ∈ R}
= {u1(1,0,1,1) + u2(0,1,0,0)}
= span [(1,0,1,1), (0,1, 0, 0)]

Τα διανύσµατα u⃗1 = (1,0,1,1), u⃗2 = (0,1,0,0) προφανώς δεν είναι παράλληλα, οπότε είναι γραµ-

µικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µια ϐάση του U , του οποίου η διάσταση είναι 2.

`Ασκηση 11.3 Να αναλυθεί το διάνυσµα v⃗ = (2,−3,2,1) του ευκλειδείου διανυσµατικού

χώρου R4 σε µια συνιστώσα παράλληλη µε το διάνυσµα a⃗ = (−1,1,0,0) και µια κάθετη σε

αυτό.

Λύση
Αν p⃗, q⃗ συνιστώσες του v⃗ παράλληλα και κάθετα µε το a⃗,

v⃗ = p⃗ + q⃗ (i)
και

p⃗ = προβa⃗v⃗ = v⃗ ⋅ a⃗∣a⃗∣2 a⃗.

v⃗ ⋅ a⃗ = 2 (−1) + (−3) ⋅ 1 + 2 ⋅ 0 + 1 ⋅ 0 = −5
και

∣a⃗∣2 = 12 + 12 + 02 + 02 = 2,

οπότε

p⃗ = −5
2
(−1,1,0,0) = (5

2
,−

5

2
,0,0).

Ετσι η (i) δίνει

q⃗ = v⃗ − p⃗ = (2,−3,2,1) − (5
2
,−

5

2
,0,0) = (−1

2
,−

1

2
,2,1).
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`Ασκηση 11.5 Να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

√
3

2
−
1

2

1

2

√
3

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
είναι ορθογώνιος και να ϐρεθεί ο αντίστροφός του.

Λύση
ϐ) Επειδή

(√3
2
)2 + (1

2
)2 = 1

(−1
2
)2 + (√3

2
)2 = 1

√
3

2
(−1

2
) + (1

2
)(√3

2
) = 0

ο Α είναι ορθογώνιος πίνακας, οπότε ο αντίστροφός του είναι ο ανάστροφός του

A−1 = AT =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

√
3

2

1

2

−
1

2

√
3

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.

`Ασκηση 11.7 α) Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα

v⃗1 = (1,0,1,0), v⃗2 = (−1,1,1,1), v⃗3 = (1,0,0,0), v⃗4 = (0,1,0,0)
του R4 αποτελούν ϐάση του και να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του R4, της οποίας το

ένα διάνυσµα να είναι το v⃗1 = (1,0,1,0).
ϐ) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα των διανυσµατικών υποχώρων του R4:

i)A = span(v⃗1), ii)B = span(v⃗2, v⃗3), iii)Γ = span(v⃗2, v⃗3, v⃗4).
Λύση

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −1 1 0

0 1 0 1

1 1 0 0

0 1 0 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 1
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 1

1 1 0

0 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ 1 1

0 1
∣ = 1 ≠ 0,

οπότε τα v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4 ειναι γραµµικώς ανεξάρτητα.

Εφαρµόζοντας την µέθοδο Gram − Schmidt ϐρίσκουµε από την ϐάση v⃗1, v⃗2, v⃗3, v⃗4 του R4 µια

ορθογώνια ϐάση του ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3, ǫ⃗4.

ǫ⃗1 = v⃗1 = (1,0,1,0)
ǫ⃗2 = v⃗2 −

v⃗2 ⋅ ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣2 ǫ⃗1

= (−1,1,1,1) − (−1,1,1,1) ⋅ (1,0,1,0)
12 + 12

(1,0,1,0)
= (−1,1,1,1)
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ǫ⃗3 = v⃗3 −
v⃗3 ⋅ ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣2 ǫ⃗1 − v⃗3 ⋅ ǫ⃗2∣ǫ⃗2∣2 ǫ⃗2

= (1,0,0,0) − (1,0,0,0) ⋅ (1,0,1,0)
12 + 12

(1,0,1,0)
−
(1,0,0,0) ⋅ (−1,1,1,1)

12 + 12 + 12 + 12
(−1,1,1,1)

= (1,0,0,0) − 1

2
(1,0,1,0) − −1

4
(−1,1,1,1)

= (1
4
,
1

4
,−

1

4
,
1

4
)

ǫ⃗4 = v⃗4 −
v⃗4 ⋅ ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣2 ǫ⃗1 − v⃗4 ⋅ ǫ⃗2∣ǫ⃗2∣2 ǫ⃗2 − v⃗4 ⋅ ǫ⃗3∣ǫ⃗3∣2 ǫ⃗3

= (0,1,0,0) − (0,1,0,0) ⋅ (1,0,1,0)
12 + 12

(1,0,1,0)

−
(0,1,0,0) ⋅ (−1,1,1,1)

12 + 12 + 12 + 12
(−1,1,1,1) − (0,1,0,0) ⋅ (14 , 14 ,−1

4
, 1
4
)

4( 1
4
)2 (1

4
,
1

4
,−1

4
,
1

4
)

= (0,1,0,0) − 0

2
(1,0,1,0) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

4

1

4

(1
4
,
1

4
,−1

4
,
1

4
)

= (0,1,0,0) + (1
4
,−

1

4
,−

1

4
,−

1

4
) − (1

4
,
1

4
,−

1

4
,
1

4
)

= (0, 1
2
,0,−

1

2
)

∆ιαιρώντας κάθενα από τα ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3, ǫ⃗4 µε το µέτρο του προκύπτει η ορθοκανονική ϐάση ǫ̂1, ǫ̂2, ǫ̂3, ǫ̂4
του A⊥.

ǫ̂1 = ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣ =
1√
2
(1,0,1,0)

ǫ̂2 = ǫ⃗2∣ǫ⃗2∣ =
1

2
(−1,1,1,1)

ǫ̂3 = ǫ⃗3∣ǫ⃗3∣ =
1
1

2

(1
4
,
1

4
,−

1

4
,
1

4
) = (1

2
,
1

2
,−

1

2
,
1

2
)

ǫ̂4 = ǫ⃗4∣ǫ⃗4∣ =
1√
1

2

(0, 1
2
,0,−

1

2
) =√2(0, 1

2
,0,−

1

2
)

ϐ) i) Επειδή

A = span(v⃗1) = span(ǫ⃗1),
σύµφωνα µε την πρότ. 5.11,

A⊥ = span(ǫ⃗2, ǫ⃗3, ǫ⃗4).
ii) Επειδή

B = span(v⃗2, v⃗3),
ϐρίσκουµε µε την µέθοδο Gram − Schmidt µια ορθογώνια ϐάση του Β από την ϐάση v⃗2, v⃗3
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u⃗2 = v⃗2 = (−1,1,1,1)
u⃗3 = v⃗3 −

v⃗3 ⋅ u⃗2∣u⃗2∣2 u⃗2

= (1,0,0,0) − (1,0,0,0) ⋅ (−1,1,1,1)(−1)2 + 12 + 12 + 12 (−1,1,1,1)
= (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

Επεκτείνουµε την ϐάση αυτή σε µια ϐάση του R4 προσθέτοντας τα διανύσµατα

u⃗4 = (0,0,0,1) και u⃗5 = (0,1,0,0).

Η ορίζουσα των διανυσµάτων u⃗2, u⃗3, u⃗4, u⃗5 είναι (αναπτυγµα ως προς την τρίτη στήλη)

A =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1
3

4
0 0

1
1

4
0 1

1
1

4
0 0

1
1

4
1 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −1
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1
3

4
0

1
1

4
1

1
1

4
0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −(−1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
−1

3

4

1
1

4

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −1

4
−
3

4
= −1 ≠ 0

οπότε τα u⃗2, u⃗3, u⃗4, u⃗5 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R4.

Από την ϐάση αυτή ϐρίσκουµε µια ορθογώνια ϐάση w⃗2, w⃗3, w⃗4, w⃗5 του R4 µε την µέθοδο Gram −
Schmidt.

w⃗2 = u⃗2 = (−1,1,1,1)
w⃗3 = u⃗3 = (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

w⃗4 = u⃗4 −
u⃗4 ⋅ w⃗2∣w⃗2∣2 w⃗2 − u⃗4 ⋅ w⃗3∣w⃗3∣2 w⃗3

= (0,0,0,1) − (0,0,0,1) ⋅ (−1,1,1,1)(−1)2 + 12 + 12 + 12 (−1,1,1,1) − (0,0,0,1) ⋅ (
3

4
, 1
4
, 1
4
, 1
4
)

(3
4
)2 + 3( 1

4
)2 (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

= (0,0,0,1) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

3
(3
4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

= (0,−1
3
,−

1

3
,
2

3
)
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w⃗5 = u⃗5 −
u⃗5 ⋅ w⃗2∣w⃗2∣2 w⃗2 − u⃗5 ⋅ w⃗3∣w⃗3∣2 w⃗3 − u⃗5 ⋅ w⃗4∣w⃗4∣2 w⃗4

= (0,1,0,0) − (0,1,0,0) ⋅ (−1,1,1,1)∣(−1,1,1,1)∣2 (−1,1,1,1) − (0,1,0,0) ⋅ (34 , 14 , 14 , 14)∣(3
4
, 1
4
, 1
4
, 1
4
)∣2 (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

−(0,1,0,0) ⋅ (0,−1

3
,−1

3
, 2
3
)

∣(0,−1

3
,−1

3
, 2
3
)∣2 (0,−1

3
,−1

3
,
2

3
)

= (0,1,0,0) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

4

3

4

(3
4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
) − −1

3

2

3

(0,−1
3
,−1

3
,
2

3
)

= (0,1,0,0) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

3
(3
4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
) + 1

2
(0,−1

3
,−

1

3
,
2

3
)

= (0, 1
2
,−

1

2
,0)

Σύµφωνα µε την πρότ. 5.11,

B⊥ = span(w⃗4, w⃗5) = span [(0,−1
3
,−

1

3
,
2

3
) , (0, 1

2
,−

1

2
,0)].

iii) Επειδή

Γ = span(v⃗2, v⃗3, v⃗4) = span(u⃗2, u⃗3, v⃗4)
ϐρίσκουµε µια ορθογώνια ϐάση d⃗2, d⃗3, d⃗4 του Γ µε την µέθοδο Gram − Schmidt ξεκινώντας από

τα διανύσµατα u⃗2, u⃗3, v⃗4.

d⃗2 = u⃗2 = (−1,1,1,1)
d⃗3 = u⃗3 = (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

d⃗4 = v⃗4 −
v⃗4 ⋅ d⃗2∣d⃗2∣2 d⃗2 − v⃗4 ⋅ d⃗3∣d⃗3∣2 d⃗3

= (0,1,0,0) − (0,1,0,0) ⋅ (−1,1,1,1)(−1)2 + 12 + 12 + 12 (−1,1,1,1) − (0,1,0,0) ⋅ (
3

4
, 1
4
, 1
4
, 1
4
)

(3
4
)2 + 3( 1

4
)2 (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

= (0,1,0,0) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

4

3

4

(3
4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

= (0,1,0,0) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

3
(3
4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

= (0, 2
3
,−

1

3
,−

1

3
)

Επεκτείνουµε την ϐάση αυτή σε µια ϐάση του R4 προσθέτοντας το διάνυσµα

d⃗5 = (0,0,0,1) .

Η ορίζουσα των διανυσµάτων d⃗2, d⃗3, d⃗4, d⃗5 είναι (αναπτυγµα ως προς την τέταρτη στήλη)
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A =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1
3

4
0 0

1
1

4

2

3
0

1
1

4
−
1

3
0

1
1

4
−
1

3
1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −1
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

−1
3

4
0

1
1

4

2

3

1
1

4
−
1

3

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= −1
RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1

4

2

3

1

4
−
1

3

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
−
3

4

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
1

2

3

1 −
1

3

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 1 ≠ 0

,

οπότε τα d⃗2, d⃗3, d⃗4, d⃗5 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R4.

Από την ϐάση αυτή ϐρίσκουµε µια ορθογώνια ϐάση e⃗2, e⃗3, e⃗4, e⃗5 του R4 µε την µέθοδο Gram −
Schmidt.

e⃗2 = d⃗2 = (−1,1,1,1)
e⃗3 = d⃗3 = (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

e⃗4 = d⃗4 = (0, 2
3
,−

1

3
,−

1

3
)

e⃗5 = d⃗5 −
d⃗5 ⋅ e⃗2∣e⃗2∣2 e⃗2 − d⃗5 ⋅ e⃗3∣e⃗3∣2 e⃗3 − d⃗5 ⋅ e⃗4∣e⃗4∣2 e⃗4

= (0,0,0,1) − (0,0,0,1) ⋅ (−1,1,1,1)(−1)2 + 12 + 12 + 12 (−1,1,1,1) − (0,0,0,1) ⋅ (
3

4
, 1
4
, 1
4
, 1
4
)

(3
4
)2 + 3( 1

4
)2 (3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
)

−
(0,0,0,1) ⋅ (0, 2

3
,−1

3
,−1

3
)

(2
3
)2 + 2( 1

3
)2 (0, 2

3
,−

1

3
,−

1

3
)

= (0,1,0,0) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

4

3

4

(3
4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
) + 1

3

2

3

(0, 2
3
,−

1

3
,−

1

3
)

= (0,0,0,1) − 1

4
(−1,1,1,1) − 1

3
(3
4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
) + 1

2
(0, 2

3
,−

1

3
,−

1

3
)

= (0,0,−1
2
,
1

2
)

Σύµφωνα µε την πρότ. 5.11,

Γ⊥ = span(e⃗5) = span(0,0,−1
2
,
1

2
).
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`Ασκηση 11.9 Να δειχθεί ότι αν για τα διανύσµατα a⃗, β⃗ και γ⃗ ενός ευκλειδείου διανυσµα-

τικού χώρου ισχύει

a⃗ + β⃗ + γ⃗ = 0⃗ και ∣a⃗∣ = ∣β⃗∣ = ∣γ⃗∣,
τότε ∣a⃗ − β⃗∣ = ∣a⃗ − γ⃗∣ = ∣β⃗ − γ⃗∣.

Λύση

a⃗ + β⃗ + γ⃗ = 0⃗ ⇔ a⃗ = −β⃗ − γ⃗
οπότε ∣a⃗ − β⃗∣ = ∣a⃗ − γ⃗∣ ⇔ ∣ − β⃗ − γ⃗ − β⃗∣ = ∣ − β⃗ − γ⃗ − γ⃗∣

⇔ ∣ − (2β⃗ + γ⃗)∣ = ∣ − (β⃗ + 2γ⃗)∣
⇔ (2β⃗ + γ⃗)2 = (β⃗ + 2γ⃗)2
⇔ 22β⃗2 + γ⃗2 + 2 ⋅ 2β⃗ ⋅ γ⃗ = β⃗2 + 22γ⃗2 + 2β⃗ ⋅ 2γ⃗
⇔ 3∣β⃗∣2 = 3∣γ⃗∣2
⇔ ∣β⃗∣ = ∣γ⃗∣

που είναι αληθής στην περίπτωση αυτή. Εποµένως ισχύει ότι

∣a⃗ − β⃗∣ = ∣a⃗ − γ⃗∣.
`Οµοια δείχνουµε ότι (αντικαθιστώντας το γ⃗ από την γ⃗ = −a⃗ − β⃗)

∣a⃗ − γ⃗∣ = ∣β⃗ − γ⃗∣.
`Ασκηση 11.11 Να γραφεί το διάνυσµα u⃗ ενός ευκλειδείου διανυσµατικού χώρου διά-

στασης δύο ως γραµµικός συνδυασµός των µη παραλλήλων διανυσµάτων a⃗, β⃗. ∆ηλαδή να

ϐρεθούν συναρτήσει των u⃗, a⃗, β⃗ οι πραγµατικοί αριθµοί k,m αν

u⃗ = ka⃗ +mβ⃗. (i)
Λύση
Από την (i) προκύπτει

u⃗ ⋅ a⃗ = ka⃗2 +ma⃗ ⋅ β⃗
u⃗ ⋅ β⃗ = ka⃗ ⋅ β⃗ +mβ⃗2

Το σύστηµα αυτό (ως προς k,m) έχει µοναδική λύση αν

A = ∣ a⃗2 a⃗ ⋅ β⃗
a⃗ ⋅ β⃗ β⃗2

∣ = a⃗2β⃗2 − (a⃗ ⋅ β⃗)2 ≠ 0
Επειδή τα a⃗, β⃗ δεν είναι παράλληλα, a⃗2β⃗2 ≠ (a⃗ ⋅ β⃗)2, οπότε (A ≠ 0) το σύστηµα έχει µοναδική λύση:

k = ∣ u⃗ ⋅ a⃗ a⃗ ⋅ β⃗
u⃗ ⋅ β⃗ β⃗2

∣
D

= (u⃗ ⋅ a⃗)β⃗2 − (u⃗ ⋅ β⃗)(a⃗ ⋅ β⃗)
a⃗2β⃗2 − (a⃗ ⋅ β⃗)2 ,

m = ∣ a⃗2 u⃗ ⋅ a⃗
a⃗ ⋅ β⃗ u⃗ ⋅ β⃗ ∣

D
= (u⃗ ⋅ β⃗)a⃗2 − (u⃗ ⋅ a⃗)(a⃗ ⋅ β⃗)

a⃗2β⃗2 − (a⃗ ⋅ β⃗)2 .
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`Ασκηση 11.12 α) Να ϐρεθεί µια ορθογώνια ϐάση του διανυσµατικού υποχώρου Α του

ευκλειδείου διανυσµατικού χώρου R4 που παράγεται από τα διανύσµατα v⃗1 = (1,0,0,1),
v⃗2 = (0,1,0,1) και v⃗3 = (1,1,1,0) και µια ϐάση του ορθογωνίου συµπληρώµατος A⊥ του

A.

ϐ) Να ϐρεθεί µια ϐάση του ορθογωνίου συµπληρώµατος B⊥ του διανυσµατικού υποχώρου

B = span(v⃗1, v⃗2).
γ) Να ϐρεθούν τα διανύσµατα u⃗ του B και v⃗ του B⊥ για τα οποία ισχύει

(1,2,1,4) = u⃗ + v⃗.

Λύση
α) Ο ϐαθµός του πίνακα

A =
⎛⎜⎜⎜⎝

1 0 1

0 1 2

0 0 1

1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠
των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι

rank(A) = 3,

διότι η υποορίζουσα των τριών πρώτων γραµµών του Α είναι (κάτω τριγωνική)

A =
RRRRRRRRRRRRRR
1 0 1

0 1 2

0 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ⋅ 1 ⋅ 1 = 1 ≠ 0,

οπότε τα v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µια ϐάση του Α.

Εφαρµόζοντας την µέθοδο Gram − Schmidt, µια ορθογώνια ϐάση του Α είναι η ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3, όπου

ǫ⃗1 = v⃗1 = (1,0,0,1)
ǫ⃗2 = v⃗2 − προβǫ⃗1 v⃗2

= v⃗2 − v⃗2 ⋅ ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣2 ǫ⃗1

= (0,1,0,1) − (0,1,0,1) ⋅ (1,0,0,1)
12 + 12

(1,0,0,1)
= (0,1,0,1) − 1

2
(1,0,0,1)

= (−1
2
,1,0,

1

2
)

ǫ⃗3 = v⃗3 − προβǫ⃗1 v⃗3 − προβǫ⃗2 v⃗3

= v⃗3 −
v⃗3 ⋅ ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣2 ǫ⃗1 − v⃗3 ⋅ ǫ⃗2∣ǫ⃗2∣2 ǫ⃗2

= (1,1,1,0) − (1,1,1,0) ⋅ (1,0,0,1)
12 + 12

(1,0,0,1)
−
(1,1,1,0) ⋅ (−1

2
,1,0, 1

2
)

(−1

2
)2 + 12 + 02 + (1

2
)2 (−

1

2
,1,0,

1

2
)

= (2
3
,
2

3
,1,−

2

3
)

Εποµένως µια ορθογώνια ϐάση του υποχώρου Α είναι τα διανύσµατα
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a⃗1 = ǫ⃗1 = (1,0,0,1)
a⃗2 = 2ǫ⃗2 = (−1,2,0,1)
a⃗3 = 3ǫ⃗3 = (2,2,3,−2)

Επεκτείνουµε την ϐάση αυτή σε µια ϐάση του R4 προσθέτοντας το διάνυσµα a⃗4 = (0,1,0,0).
Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων a⃗1, a⃗2, a⃗3, a⃗4 είναι (ανάπτυγµα ως προς την τέταρτη στήλη)

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −1 2 0

0 2 2 1

0 0 3 0

1 1 −2 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
=
RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 2

0 0 3

1 1 −2

RRRRRRRRRRRRRR
= ∣ −1 2

0 3
∣

= −3 ≠ 0
οπότε τα a⃗1, a⃗2, a⃗3, a⃗4 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν µια ϐάση του R4.

Εφαρµόζοντας την µέθοδο Gram − Schmidt ϐρίσκουµε από την ϐάση αυτή µια ορθογώνια ϐάση

του R4.

Επειδή τα a⃗1, a⃗2, a⃗3 είναι µεταξύ τους κάθετα ανά δύο

u⃗1 = a⃗1 = (1,0,0,1)
u⃗2 = a⃗2 = (−1,2,0,1)
u⃗3 = a⃗3 = (2,2,3,−2)
u⃗4 = a⃗4 −

a⃗4 ⋅ a⃗1∣a⃗1∣2 a⃗1 − a⃗4 ⋅ a⃗2∣a⃗2∣2 a⃗2 − a⃗4 ⋅ a⃗3∣a⃗3∣2 a⃗3

= (0,1,0,0) − 0 − (0,1,0,0) ⋅ (−1,2,0,1)∣(−1,2,0,1)∣2 (−1,2,0,1)
−(0,1,0,0) ⋅ (2,2,3,−2)∣(2,2,3,−2)∣2 (2,2,3,−2)
= (0,1,0,0) − 2

6
(−1,2,0,1) − 2

21
(2,2,3,−2)

= ( 3

21
,
3

21
,− 6

21
,− 3

21
)

= 3

21
(1,1,−2,−1)

Εποµένως

A⊥ = span (1,1,−2,−1).
ϐ) Επειδή

B = span(v⃗1, v⃗2),
ϐρίσκουµε µε την µέθοδο Gram − Schmidt µια ορθογώνια ϐάση του Β από την ϐάση v⃗1, v⃗2
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w⃗1 = v⃗1 = (1,0,0,1)
w⃗2 = v⃗2 − v⃗2 ⋅ u⃗1∣u⃗1∣2 u⃗1

= (0,1,0,1) − (0,1,0,1) ⋅ (1,0,0,1)
12 + 12

(1,0,0,1)
= (−1

2
,1,0,

1

2
)

`Αρα µια ορθογώνια ϐάση του Β είναι η

u⃗1 = (1,0,0,1), u⃗2 = (−1,2,0,1).
Επεκτείνουµε την ϐάση αυτή σε µια ϐάση του R4 προσθέτοντας τα διανύσµατα

u⃗3 = (0,0,0,1) και u⃗4 = (0,0,1,0).
Η ορίζουσα των διανυσµάτων u⃗1, u⃗2, u⃗3, u⃗4 είναι (αναπτυγµα ως προς την τέταρτη στήλη)

A =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 −1 0 0

1 2 0 0

1
1

4
0 0

0 0 0 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −

RRRRRRRRRRRRRR
1 −1 0

0 2 0

1 1 1

RRRRRRRRRRRRRR
= −2 ∣ 1 0

1 1
∣

= −2 ≠ 0
οπότε τα u⃗1, u⃗2, u⃗3, u⃗4 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R4.

Από την ϐάση αυτή ϐρίσκουµε µια ορθογώνια ϐάση d⃗1, d⃗2, d⃗3, d⃗4 του R4 µε την µέθοδο Gram −
Schmidt.

d⃗1 = u⃗1 = (1,0,0,1)
d⃗2 = u⃗2 = (−1,2,0,1)
d⃗3 = u⃗3 −

u⃗3 ⋅ d⃗1∣d⃗1∣2 d⃗1 − u⃗3 ⋅ d⃗2∣d⃗2∣2 d⃗2

= (0,0,0,1) − (0,0,0,1) ⋅ (1,0,0,1)
12 + 12

(1,0,0,1) − (0,0,0,1) ⋅ (−1,2,0,1)(−1)2 + 22 + 12 (−1,2,0,1)

= (0,0,0,1) − 1

2
(1,0,0,1) − 1

6
(−1,2,0,1)

= (−1
3
,−

1

3
,0,

1

3
)
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d⃗4 = u⃗4 −
u⃗4 ⋅ d⃗1∣d⃗1∣2 d⃗1 − u⃗4 ⋅ d⃗2∣d⃗2∣2 d⃗2 − u⃗4 ⋅ d⃗3∣d⃗3∣2 d⃗3

= (0,0,1,0) − (0,0,1,0) ⋅ (1,0,0,1)
12 + 12

(1,0,0,1) − (0,0,1,0) ⋅ (−1,2,0,1)(−1)2 + 22 + 12 (−1,2,0,1)

−
(0,0,1,0) ⋅ (−1

3
,−1

3
,0,

1

3
)

3(1
3
)2 (0,−1

3
,−1

3
,
2

3
)

= (0,0,1,0) − 0 − 0 − 0
= (0,0,1,0)

Σύµφωνα µε την πρότ. 5.11,

B⊥ = span(d⃗3, d⃗4) = span [(−1

3
,−1

3
,0, 1

3
) , (0,0,1,0)]

= span [(−1,−1,0,1) , (0,0,1,0)] .

γ) Αν u⃗ ∈ B και v⃗ ∈ B⊥,
(1,2,1,4) = u⃗ + v⃗ ⇔ (1,2,1,4) = k(1,0,0,1) + λ(0,1,0,1) +m(−1,−1,0,1) + n(0,0,1,0).

ή (1,2,1,4) = (k −m,λ −m,n,k + λ +m),
οπότε προκύπτει το σύστηµα

k −m = 1

λ −m = 2

n = 1

k + λ +m = 4

του οποίου η λύση εύκολα προκύπτει ότι είναι

k = 4

3
, λ = 7

3
, m = 1

3
, n = 1,

οπότε
u⃗ = k(1,0,0,1) + λ(0,1,0,1)
= 4

3
(1,0,0,1) + 7

3
(0,1,0,1)

= (4
3
,
7

3
,0,

11

3
)

v⃗ = m(−1,−1,0,1) + n(0,0,1,0)
= 1

3
(−1,−1,0,1) + (0,0,1,0)

= (−1
3
,−

1

3
,1,

1

3
)

`Ασκηση 11.13 Να εξεταστεί αν η απεικόνιση f ∶ Rn ×Rn → R που ορίζεται από τη σχέση

f(a⃗, β⃗) = n

∑
k=1

(−1)kakβk,

όπου a⃗ = (a1, a2, . . . , an) και β⃗ = (β1, β2, . . . , βn) οι συντεταγµένες των διανυσµάτων a⃗ και

β⃗ του Rn ως προς τη συνηθισµένη ϐάση του, είναι εσωτερικός πολλαπλασιασµός.

Λύση
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Η απεικόνιση f δεν είναι εσωτερικός πολλαπλασιασµός, διότι για a⃗ = (1,0,⋯,0) ∈ Rn σύµφωνα µε

τον ορισµό της

f(a⃗, a⃗) = −1 ⋅ 1 = −1 < 0,

οπότε δεν ικανοποιεί τον ορισµό 11.1.

`Ασκηση 11.15 Να δειχθεί ότι για δύο διανύσµατα a⃗ και β⃗ ενός πραγµατικού ευκλειδείου

διανυσµατικού χώρου V ισχύει

∣a⃗ + β⃗∣2 ≤ (1 + ∣a⃗∣)2(1 + ∣β⃗∣)2.
Λύση
Σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα

∣a⃗ + β⃗∣ ≤ ∣a⃗∣ + ∣β⃗∣
οπότε

∣a⃗ + β⃗∣2 ≤ (∣a⃗∣ + ∣β⃗∣)2
ή (a⃗ + β⃗)2 ≤ (∣a⃗∣ + ∣β⃗∣)2 (i)
Θα δείξουµε στην συνέχεια ότι

ή (∣a⃗∣ + ∣β⃗∣)2 ≤ (1 + ∣a⃗∣2)(1 + ∣β⃗∣2) (ii)
Η σχέση αυτή είναι ισοδύναµη µε την

∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 + 2∣a⃗∣∣β⃗∣ ≤ 1 + ∣a⃗∣2 + ∣β⃗∣2 + ∣a⃗∣2∣β⃗∣2
ή 2∣a⃗∣∣β⃗∣ ≤ 1 + ∣a⃗∣2∣β⃗∣2
ή 1 + (∣a⃗∣∣β⃗∣)2 − 2∣a⃗∣∣β⃗∣ ≥ 0
ή (1 − ∣a⃗∣∣β⃗∣)2 ≥ 0
Η σχέση αυτή είναι αληθής για οποιαδήποτε διανύσµατα a⃗ και β⃗ του V , οπότε και η ισοδύναµη

της (ii) είναι αληθής για κάθε a⃗β⃗.

Από τις (i) και (ii) είναι ϕανερό ότι

∣a⃗ + β⃗∣2 ≤ (1 + ∣a⃗∣2)(1 + ∣β⃗∣2).
`Ασκηση 11.16 α) Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα

v⃗1 = (0,−1,1), v⃗2 = (−1,0,1), v⃗3 = (1,0,0)
του R3 αποτελούν ϐάση του και να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του R3, της οποίας το

ένα διάνυσµα να είναι το v⃗1 = (0,−1,1).
ϐ) Να ϐρεθούν τα ορθογώνια συµπληρώµατα των διανυσµατικών υποχώρων:

i)A = span(v⃗1), ii)B = span(v⃗1, v⃗2).
Στο ϐιβλίο υπάρχει λάθος: το v⃗2 αντί του v⃗1 = (0,−1,1).

Λύση
α)

Η ορίζουσα του πίνακα των διανυσµάτων v⃗1, v⃗2, v⃗3 είναι (ανάπτυγµα ως προς τρίτη στήλη)

∣A∣ =
RRRRRRRRRRRRRR

0 −1 1

−1 0 0

1 1 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 1 ∣ −1 0

1 1
∣ = −1 ≠ 0,

οπότε τα διανύσµατα v⃗1, v⃗2, v⃗3 ειναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.
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Εφαρµόζοντας την µέθοδο Gram − Schmidt, ϐρίσκουµε από την ϐάση v⃗1, v⃗2, v⃗3 µια ορθογώνια

ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 του R3

ǫ⃗1 = v⃗1 = (0,−1,1)
ǫ⃗2 = v⃗2 −

v⃗2 ⋅ ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣2 ǫ⃗1

= (−1,0,1) − (−1,0,1) ⋅ (0,−1,1)(−1)2 + 12 (0,−1,1)
= (−1, 1

2
,
1

2
)

ǫ⃗3 = v⃗3 −
v⃗3 ⋅ ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣2 ǫ⃗1 − v⃗3 ⋅ ǫ⃗2∣ǫ⃗2∣2 ǫ⃗2

= (1,0,0) − (1,0,0) ⋅ (0,−1,1)(−1)2 + 12 (0,−1,1)

−
(1,0,0) ⋅ (−1, 1

2
,
1

2
)

(−1)2 + (1
2
)2 + (1

2
)2 (−1,

1

2
,
1

2
)

= (1,0,0) − 0 + 2

3
(−1, 1

2
,
1

2
)

= (1
3
,
1

3
,
1

3
)

∆ιαιρώντας κάθενα από τα e⃗1, e⃗2, e⃗3 µε το µέτρο του προκύπτει η ορθοκανονική ϐάση ǫ̂1, ǫ̂2, ǫ̂3 του

R3.

∣ǫ⃗1∣ = √02 + (−1)2 + 12 =√2
∣ǫ⃗2∣ =

√
(−1)2 + (1

2
)2 + (1

6
)2 =

√
3

2

∣ǫ⃗3∣ =
√
(1
3
)2 + (1

3
)2 + (1

3
)2 =

√
1

3

οπότε η ορθοκανονική ϐάση του R3 είναι

ǫ̂1 = ǫ⃗1∣ǫ⃗1∣ =
1√
2
(0,−1,1)

ǫ̂2 = ǫ⃗2∣ǫ⃗2∣ =
√

2

3
(−1, 1

2
,
1

2
)

ǫ̂3 = ǫ⃗3∣ǫ⃗3∣ =
√
3(1

3
,
1

3
,
1

3
)

ϐ) i) Το ορθογώνιο συµπλήρωµα του διανυσµατικου υποχώρου

A = span(v⃗1) = span(e⃗1),
σύµφωνα µε την πρότ. 5.11 και επειδή η ϐάση ǫ⃗1, ǫ⃗2, ǫ⃗3 είναι ορθογώνια, είναι

A⊥ = span(ǫ⃗2, e⃗3) = span [(−1, 1
2
,
1

2
) , (1

3
,
1

3
,
1

3
)].

ii) Εφαρµόζοντας την µέθοδο Gram − Schmidt, ϐρίσκουµε από την ϐάση v⃗1, v⃗2 µια ορθογώνια

ϐάση a⃗1, a⃗2 του Β.
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a⃗1 = v⃗1 = (0,−1,1)
a⃗2 = v⃗2 −

v⃗2 ⋅ a⃗1∣a⃗1∣2 a⃗1

= (−1,0,1) − (−1,0,1) ⋅ (0,−1,1)(−1)2 + 12 (0,−1,1)
= (−1, 1

2
,
1

2
)

.

Επεκτείνουµε την ϐάση αυτή σε µια ϐάση του R3 προσθέτοντας το διάνυσµα a⃗3 = (1,0,0).
Η ορίζουσα των διανυσµάτων a⃗1, a⃗2, a⃗3 είναι (αναπτυγµα ως προς την τρίτη στήλη)

A =
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

0 −1 1

−1
1

2
0

1
1

2
0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
= 1
RRRRRRRRRRRRRRRRRR
−1

1

2

1
1

2

RRRRRRRRRRRRRRRRRR
= −1 ≠ 0,

οπότε τα a⃗1, a⃗2, a⃗3 είναι γραµµικώς ανεξάρτητα και αποτελούν ϐάση του R3.

Από την ϐάση αυτή ϐρίσκουµε µια ορθογώνια ϐάση δ⃗1, δ⃗2, δ⃗3 του R4 µε την µέθοδο Gram−Schmidt

(a⃗2 ⊥ a⃗1).

δ⃗1 = a⃗1 = (0,−1,1)
δ⃗2 = a⃗2 = (−1, 1

2
,
1

2
)

δ⃗3 = a⃗3 −
a⃗3 ⋅ δ⃗1∣δ⃗1∣2 δ⃗1 − a⃗3 ⋅ δ⃗2∣δ⃗2∣2 δ⃗2

= (1,0,0) − (1,0,0) ⋅ (0,−1,1)(−1)2 + 12 (0,−1,1)

−
(1,0,0) ⋅ (−1, 1

2
,
1

2
)

(−1)2 + (1
2
)2 + (1

2
)2 (−1,

1

2
,
1

2
)

= (1,0,0) − 0 + 2

3
(−1, 1

2
,
1

2
)

= (1
3
,
1

3
,
1

3
)

Σύµφωνα µε την πρότ. 5.11, το ορθογώνιο συµπλήρωµα του διανυσµατικού υποχώρου

B = span(v⃗2, v⃗3)
είναι το

B⊥ = span(δ⃗3) = span(1
3
,
1

3
,
1

3
).


